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Ïåðåëiê ïîçíà÷åíü

x1, x2, . . . , xi, . . . , xN � íàáið êîîðäèíàò, ÿêèé çàäà¹N -âèìiðíó
äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò;

k1, k2, . . . ,ki, . . . ,kN � íàáið íàïðÿìíèõ îäèíè÷íèõ âåêòîðiâ
(îðò), ÿêi çàäàþòü êîîðäèíàòíi íàïðÿìêè â äåêàðòîâié ñèñòåìi
êîîðäèíàò;

x, y, z � êîîðäèíàòè, ÿêi çàäàþòü òðèâèìiðíó äåêàðòîâó ñè-
ñòåìó êîîðäèíàò;

i, j, k � îðòè òðèâèìiðíî¨ äåêàðòîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò;

ξ1, ξ2, . . . , ξi, . . . , xN � íàáið êîîðäèíàò, ÿêèé çàäà¹N -âèìiðíó
êðèâîëiíiéíó ñèñòåìó êîîðäèíàò;

e1, e2, . . . , ei, . . . , eN � íàáið ëîêàëüíèõ îðò N -âèìiðíî¨ êðè-
âîëiíiéíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò;

r � ðàäióñ-âåêòîð (âåêòîð, ïðîâåäåíèé ç ïî÷àòêó êîîðäèíàò);

r = |r| � ìîäóëü ðàäióñ-âåêòîðà.

Äèôåðåíöiàëüíi îïåðàöi¨ â äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò:

� îïåðàòîð �íàáëà�

∇ = i
∂

∂x
+ j

∂

∂y
+ k

∂

∂z
;

�  ðàäi¹íò

grad u = ∇u = i
∂u

∂x
+ j

∂u

∂y
+ k

∂u

∂z
;



4 Ïåðåëiê ïîçíà÷åíü

� äèâåð åíöiÿ

div A = ∇ ·A =
∂Ax

∂x
+
∂Ay

∂y
+
∂Az

∂z
;

� ðîòîð

rot A = ∇×A =

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

Ax Ay Az

∣∣∣∣∣∣ ;
� îïåðàòîð Ëàïëàñà

∆ = ∇ ·∇ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
.



1. Êðèâîëiíiéíi êîîðäèíàòè

Íåõàé îðòîãîíàëüíà êðèâîëiíiéíà ñèñòåìà êîîðäèíàò ξi âçà¹ìíî
îäíîçíà÷íî ïîâ'ÿçàíà ç äåêàðòîâîþ ñèñòåìîþ xj òàêèìè ñïiââiä-
íîøåííÿìè:

xj = xj(ξ1, ξ2, . . . , ξi, . . .).

Ðîçâ'ÿçîê öèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî ξi âèðàæà¹ êðèâîëiíiéíi êîîðäè-
íàòè ÷åðåç äåêàðòîâi

ξi = ξi(x1, x2, . . . , xj , . . .).

Íåõàé äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò çàäà¹òüñÿ îäèíè÷íèìè îðòà-
ìè kj , à ëîêàëüíi îðòè êðèâîëiíiéíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò ìàþòü
âèãëÿä ei. Êîîðäèíàòè äîâiëüíî¨ òî÷êè â ïðîñòîði ìîæíà ïðåä-
ñòàâèòè ðàäióñ-âåêòîðîì, ÿêèé ìà¹ òàêi êîîðäèíàòè

r =
∑
j

xjkj .

Âåêòîð âiäñòàíi ìiæ äâîìà íåñêií÷åííî áëèçüêèìè òî÷êàìè âè-
çíà÷à¹òüñÿ òàê:

dr =
∑
j

dxjkj .

Ïåðåïèøåìî öåé âåêòîð ÷åðåç êðèâîëiíiéíi êîîðäèíàòè ξi

dr =
∑
j

∑
i

∂xj

∂ξi
dξikj =

∑
i

dξiei,

äå ëîêàëüíèé îðò ó êðèâîëiíiéíié ñèñòåìi êîîðäèíàò âèçíà÷à¹-
òüñÿ ÿê

ei =
∑
j

∂xj

∂ξi
kj =

∂r

∂ξi
.



6 1. Êðèâîëiíiéíi êîîðäèíàòè

Òóò ìè âðàõóâàëè ôàêò, ùî äåêàðòîâi êîîðäèíàòè ¹ ôóíêöiÿìè
êðèâîëiíiéíèõ êîîðäèíàò. Òîìó äèôåðåíöiàë dxj ìîæíà ïåðåïè-
ñàòè ó âèãëÿäi

dxj =
∑
i

∂xj

∂ξi
dξi.

Âàðòî çàóâàæèòè, ùî ñêàëÿðíèé äîáóòîê äâîõ âåêòîðiâ ei âèçíà-
÷à¹ êîâàðiàíòíi êîìïîíåíòè ìåòðè÷íîãî òåíçîðà

gij = ei · ej .

Ìåòðè÷íèé òåíçîð çàäà¹ ëîêàëüíi âëàñòèâîñòi ìíîãîâèäó. Ó âè-
ïàäêó, êîëè îðòè ¹ îðòîãîíàëüíèìè, ìåòðè÷íèé òåíçîð � äiàãî-
íàëüíèé. Çà äîïîìîãîþ ìåòðè÷íîãî òåíçîðà ìîæíà ïðåäñòàâèòè
êâàäðàò âiäñòàíi ìiæ äâîìà íåñêií÷åííî áëèçüêèìè òî÷êàìè

dr2 =
∑
i,j

gijdξ
idξj .

Àáñîëþòíå çíà÷åííÿ âiäñòàíi ìiæ äâîìà íåñêií÷åííî áëèçüêèìè
òî÷êàìè ¹ òàêèì:

dr = |dr| =
√∑

j

dxj2 =

√∑
i

H2
i dξ

i2,

äå

Hi =

√√√√∑
j

(
∂xj

∂ξi

)2

íàçèâàþòü ìàñøòàáíèìè ìíîæíèêàìè Ëàìå. Ëåãêî áà÷èòè, ùî
äîâæèíà ïðî¹êöi¨ åëåìåíòà âiäñòàíi íà êîîðäèíàòíó âiñü ξi ðiâíà
Hidξ

i. Òàêèì ÷èíîì, åëåìåíò îá'¹ìó â êðèâîëiíiéíèõ êîîðäèíà-
òàõ ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

dV =
∏
i

dxi =
∏
i

Hidξ
i = J

∏
i

dξi,
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äå J =
∏

iHi � ÿêîáiàí ïåðåõîäó âiä äåêàðòîâèõ êîîðäèíàò äî
êðèâîëiíiéíèõ. Òàêîæ ââîäÿòü äóàëüíèé íàáið îðò ó êðèâîëiíié-
íié ñèñòåìi êîîðäèíàò

ei = ∇ξi,

ÿêèé âèçíà÷à¹ êîíòðàâàðiàíòíi ñêëàäîâi ìåòðè÷íîãî òåíçîðà

gij = ei · ej .

Ïðè÷îìó, äóàëüíi îðòè âèçíà÷åíi òàêèì ÷èíîì, ùî çàäîâîëüíÿ-
þòü ñïiââiäíîøåííÿ

ei · ej = δij , ei =
∑
j

gijej , ei =
∑
j

gije
j ,

äå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Òàêîæ iñíó¹ òàêèé çâ'ÿçîê ìiæ êîâà-
ðiàíòíèìè i êîíòðàâàðiàíòíèìè ñêëàäîâèìè ìåòðè÷íîãî òåíçîðà∑

k

gikg
kj = δij .

Áóäü-ÿêèé âåêòîð ó êðèâîëiíiéíié ñèñòåìi êîîðäèíàò âèçíà-
÷à¹òüñÿ òàê:

A =
∑
i

Aie
i =

∑
i

Aiei,

äå Ai � êîâàðiàíòíi êîìïîíåíòè, à Ai � êîíòðàâàðiàíòíi êîìïî-
íåíòè âåêòîðà A. Ïåðåõiä âiä êîâàðiàíòíî¨ äî êîíòðàâàðiàíòíî¨
ñêëàäîâî¨ âåêòîðà i íàâïàêè çäiéñíþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ìåòðè-
÷íîãî òåíçîðà ó òàêèé ñïîñiá

Aj =
∑
i

gjiAi, Aj =
∑
i

gjiA
i.

Òàê ñàìî ïiäíiìàþòüñÿ i îïóñêàþòüñÿ iíäåêñè êîìïîíåíò òåíçî-
ðiâ.
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Çàïèøåìî îïåðàöi¨ äèôåðåíöiþâàííÿ ó êðèâîëiíiéíèõ êîîð-
äèíàòàõ. ßêùî u(ξ1, ξ2, . . . , ξi, . . .)� äåÿêå ñêàëÿðíå ïîëå, òî éîãî
 ðàäi¹íò âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

gradu(ξ1, ξ2, . . . , ξi, . . .) =
∑
i

1

Hi

∂u(ξ1, ξ2, . . . , ξj , . . .)

∂ξi
ei.

Äèâåð åíöiÿ âiä âåêòîðíîãî ïîëÿ A(ξ1, ξ2, . . . , ξi, . . .) âèçíà÷à¹-
òüñÿ ÿê

divA(ξ1, ξ2, . . . , ξi, . . .) =

=
1∏
j Hj

∑
i

∂

∂ξi

Ai(ξ
1, ξ2, . . . , ξi, . . .)

∏
j ̸=i

Hj

 ,

äå Ai(ξ
1, ξ2, . . . , ξi, . . .) � êîìïîíåíòè âåêòîðíîãî ïîëÿ. Ðîòîð âiä

âåêòîðíîãî ïîëÿ âèçíà÷åíèé ëèøå äëÿ òðèâèìiðíîãî âèïàäêó

rotA(ξ1, ξ2, ξ3) =
1

H1H2H3

∑
i,j,k

eiϵijkHi
∂
(
HkAk(ξ

1, ξ2, ξ3)
)

∂ξj
,

äå ϵijk � ñèìâîë Ëåâi-×èâiòè. Îïåðàòîð Ëàïëàñà (ëàïëàñiàí) âiä
ñêàëÿðíîãî ïîëÿ çàïèñóþòü ó âèãëÿäi

∆u(ξ1, ξ2, . . . , ξi, . . .) = div grad u(ξ1, ξ2, . . . , ξi, . . .) =

=
1∏
j Hj

∑
i

∂

∂ξi

(∏
j Hj

H2
i

∂u(ξ1, ξ2, . . . , ξi, . . .)

∂ξi

)
.

Çàïèøåìî öi îïåðàòîðè ó âèïàäêó öèëiíäðè÷íèõ i ñôåðè÷íèõ
ñèñòåì êîîðäèíàò.
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Öèëiíäðè÷íi êîîðäèíàòè.

z

r

x

y

(x,y,z)

Çâ'ÿçîê öèëiíäðè÷íèõ êîîðäèíàò (r, φ, z) iç äåêàðòîâèìè (x,
y, z) çàäà¹òüñÿ òàêèìè ñïiââiäíîøåííÿìè:

x = r cosφ,

y = r sinφ,

z = z.

Êóò φ âiäðàõîâó¹òüñÿ âiä îñi x ó ïëîùèíi xy i çìiíþ¹òüñÿ â ìåæàõ
[0, 2π]. Îðòè öèëiíäðè÷íî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò ïîâ'ÿçàíi ç îðòàìè
äåêàðòîâî¨ ñèñòåìè òàê:

er = i cosφ+ j sinφ,

eφ = −ir sinφ+ jr cosφ,

ez = k.

Çà äîïîìîãîþ öèõ îðò ìîæíà ïîáóäóâàòè ìåòðè÷íèé òåíçîð, êîì-
ïîíåíòè ÿêîãî ¹ òàêèìè:

grr = 1, gφφ = r2, gzz = 1

grφ = grz = gφz = 0.
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Ìàñøòàáíi ìíîæíèêè Ëàìå ó öèëiíäðè÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò
ìàþòü âèãëÿä

Hr = 1, Hφ = r, Hz = 1.

Âîíè äîçâîëÿþòü çàïèñàòè åëåìåíò îá'¹ìó ó öié ñèñòåìi êîîðäè-
íàò

dV = r dr dφ dz.

Äèôåðåíöiàëüíi îïåðàöi¨ ó öèëiíäðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ âèçíà÷åíi
òàê:

gradu =
∂u

∂r
er +

1

r

∂u

∂φ
eφ +

∂u

∂z
ez,

divA =
1

r

∂ (rAr)

∂r
+

1

r

∂Aφ

∂φ
+
∂Az

∂z
,

rotA =

(
1

r

∂Az

∂φ
− ∂Aφ

∂z

)
er +

(
∂Ar

∂z
− ∂Az

∂r

)
eφ +

+

(
1

r

∂ (rAφ)

∂r
− ∂Ar

∂φ

)
ez,

∆u =
1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

1

r2
∂2u

∂φ2
+
∂2u

∂z2
.

Âàðòî çàóâàæèòè, ùî ó âèïàäêó ôiêñîâàíîãî z, ìà¹ìî ïîëÿð-
íó ñèñòåìó êîîðäèíàò.

Ñôåðè÷íi êîîðäèíàòè.
Çâ'ÿçîê ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàò (r, θ, φ) ç äåêàðòîâèìè (x, y,

z) çàäàíî òàêèìè ñïiââiäíîøåííÿìè

x = r sin θ cosφ,

y = r sin θ sinφ,

z = r cos θ.
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z

r

x

y

(x,y,z)

θ

Êóò θ âiäðàõîâóþòü âiä îñi z ó ìåæàõ [0, π], êóò φ âiäðàõîâóþòü
âiä îñi x ó ïëîùèíi xy i â ìåæàõ [0, 2π]. Îðòè ñôåðè÷íî¨ ñèñòåìè
êîîðäèíàò ïîâ'ÿçàíi ç îðòàìè äåêàðòîâî¨ ñèñòåìè òàê:

er = i sin θ cosφ+ j sin θ sinφ+ k cos θ,

eθ = ir cos θ cosφ+ jr cos θ sinφ− kr sin θ,

eφ = −ir sin θ sinφ+ jr sin θ cosφ,

Çà äîïîìîãîþ öèõ îðò ìîæíà ïîáóäóâàòè ìåòðè÷íèé òåíçîð, êîì-
ïîíåíòè ÿêîãî ¹ òàêèìè

grr = 1, gθθ = r2, gφφ = r2 sin2 θ

grφ = grz = gφz = 0.

Ìàñøòàáíi ìíîæíèêè Ëàìå ó ñôåðè÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò ìà-
þòü âèãëÿä

Hr = 1, Hθ = r, Hφ = r sin θ.

Íà îñíîâi ìíîæíèêiâ Ëàìå îòðèìó¹ìî åëåìåíò îá'¹ìó ó ñôåðè-
÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò

dV = r2 sin θdrdθdφ.
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Äèôåðåíöiàëüíi îïåðàöi¨ ó ñôåðè÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò çäié-
ñíþþòü òàêèì ñïîñîáîì:

gradu =
∂u

∂r
er +

1

r

∂u

∂θ
eθ +

1

r sin θ

∂u

∂φ
eφ,

divA =
1

r2
∂
(
r2Ar

)
∂r

+
1

r sin θ

∂ (Aθ sin θ)

∂θ
+

1

r sin θ

∂Aφ

∂φ
,

rotA =
1

r sin θ

(
∂ (Aφ sin θ)

∂θ
− ∂Aθ

∂φ

)
er +

+
1

r sin θ

(
∂Ar

∂φ
− sin θ

∂ (rAφ)

∂r

)
eθ +

1

r

(
∂ (rAθ)

∂r
− ∂Ar

∂θ

)
eφ,

∆u =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂u

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂u

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2u

∂φ2
.



2. Êiíåìàòèêà

Äëÿ îïèñó êiíåìàòèêè ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè ïîòðiáíî çàäàòè ñè-
ñòåìó âiäëiêó, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ iç ñèñòåìè êîîðäèíàò i ãîäèííèêà.
Ïîëîæåííÿ ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè â ïðîñòîði ìîæíà çàäàòè ðàäióñ-
âåêòîðîì. Ïî÷àòîê ðàäióñ-âåêòîðà çíàõîäèòüñÿ â ïî÷àòêó êîîð-
äèíàò, à êiíåöü çáiãà¹òüñÿ ç ïîëîæåííÿì òî÷êè. Òîìó êîîðäèíàòè
ðàäióñ-âåêòîðà çáiãàþòüñÿ ç êîîðäèíàòàìè ïîëîæåííÿ òî÷êè

r = xi+ yj+ zk,

äå i, j, k� öå îäèíè÷íi âåêòîðè, ÿêi âêàçóþòü íàïðÿìîê i ìàñøòàá
çà âiäïîâiäíèìè êîîðäèíàòíèìè îñÿìè. Ïåðåìiùåííÿ ìàòåðiàëü-
íî¨ òî÷êè ç ÷àñîì ïðèâîäèòü äî çìiíè ¨¨ ðàäióñ-âåêòîðà. Çàêîí,
ÿêèé çàäà¹ çìiíó êîîðäèíàò ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè ç ÷àñîì, íàçè-
âà¹òüñÿ çàêîíîì ðóõó. Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî â îäèí ìîìåíò ÷àñó
t1 ïîëîæåííÿ òî÷êè çàäà¹ ðàäióñ-âåêòîð r1 = (x1, y1, z1), à â ií-
øèé ìîìåíò ÷àñó t2 � ðàäióñ-âåêòîð r2 = (x2, y2, z2), òî êàæóòü,
ùî òî÷êà çà ÷àñ t2 − t1 ïåðåìiñòèëàñÿ íà âiäñòàíü, ùî çàäà¹òüñÿ
âåêòîðîì

r2 − r1 = (x2 − x1)i+ (y2 − y1)j+ (z2 − z1)k,

à àáñîëþòíó âåëè÷èíó ïåðåìiùåííÿ âèçíà÷à¹ äîâæèíà öüîãî âå-
êòîðà

|r2 − r1| =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2.

Ó çàãàëüíîìó ïðîéäåíèé øëÿõ s íå çáiãà¹òüñÿ ç àáñîëþòíîþ
âåëè÷èíîþ ïåðåìiùåííÿ ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè. Ïðîòå äëÿ äîñòà-
òíüî ìàëèõ ïðîìiæêiâ ÷àñó dt àáñîëþòíà âåëè÷èíà ïåðåìiùåííÿ
dr çáiãà¹òüñÿ ç âåëè÷íîþ ïðîéäåíîãî øëÿõó ds. Òóò dr � âiäñòàíü
ìiæ äâîìà áåçìåæíî áëèçüêèìè òî÷êàìè. Êâàäðàò öi¹¨ âiäñòàíi
ìà¹ òàêèé âèãëÿä

dr2 =
∑
i,j

gijdx
idxj ,
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äå gij � êîìïîíåíòè ìåòðè÷íîãî òåíçîðà, à xi � íàáið äåêàðòîâèõ
êîîðäèíàò. Ó äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò ìåòðè÷íèé òåíçîð ¹
îäèíè÷íîþ ìàòðèöåþ.

Çàïèøåìî êâàäðàò âiäñòàíi ó âèïàäêó êðèâîëiíiéíèõ êîîðäè-
íàò ξi. Çâ'ÿçîê ìiæ äåêàðòîâèìè i êðèâîëiíiéíèìè êîîðäèíàòàìè
çàäà¹òüñÿ ôóíêöiÿìè x = x(ξi), y = y(ξi) s z = z(ξi). Òîäi äëÿ
êâàäðàòó âiäñòàíi îòðèìà¹ìî

dr2 =
∑
i,j

ei · ejdξidξj =
∑
i,j

gijdξ
idξj ,

äå

ei =
∂r

∂ξi

¹ ëîêàëüíèìè îðòàìè, à

gij = ei · ej

¹ êîìïîíåíòè ìåòðè÷íîãî òåíçîðà ó êðèâîëiíiéíié ñèñòåìi êîîð-
äèíàò.

z

O

y

x

r1 r2

r2-r1

(x1,y1,z1,t1)

(x2,y2,z2,t2)

i

j

k

s
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Çíàþ÷è çàêîí ðóõó ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè, ìè ìîæåìî çíàéòè ¨¨
øâèäêiñòü

v = ṙ = ẋi+ ẏj+ żk

òà ïðèñêîðåííÿ

a = v̇ = r̈ = ẍi+ ÿj+ z̈k.

Øâèäêiñòü i ïðèñêîðåííÿ ó êðèâîëiíiéíié ñèñòåìi êîîðäèíàò ìà-
þòü âèãëÿä

v =
∑
i

eiξ̇
i,

a =
∑
k

ξ̈k +∑
i,j

Γk
ij ξ̇

iξ̇j

 ek,

äå

Γk
ij =

∑
s

gks

2

(
∂gis
∂ξj

+
∂gjs
∂ξi

− ∂gij
∂ξs

)
¹ ñèìâîëàìè Êðiñòîôôåëÿ äðóãîãî ðîäó, ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç ñèìâî-
ëàìè Êðiñòîôôåëÿ ïåðøîãî ðîäó òàêèì ñïiââiäíîøåííÿì

Γk
ij =

∑
s

gksΓij,s.

Ó âèïàäêó ðóõó ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè ïî êðèâié òðà¹êòîði¨ ïðè-
ñêîðåííÿ çðó÷íî ðîçêëàñòè çà äâîìà ëîêàëüíèìè îäèíè÷íèìè
âåêòîðàìè, òàíãåíöiàëüíèì τ i íîðìàëüíèì n, ÿêi ¹ âçà¹ìíîïåð-
ïåíäèêóëÿðíèìè. Âåêòîð τ � äîòè÷íèé äî òðà¹êòîði¨, à n � ïåð-
ïåíäèêóëÿðíèé äî äîòè÷íî¨. Òîäi ïðèñêîðåííÿ íàáóäå âèãëÿäó

a = aττ + ann = v̇τ +
v2

R
n,
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äå

R =
v2√

a2 − v̇2

� ðàäióñ êðèâèíè òðà¹êòîði¨, à a � àáñîëþòíà âåëè÷èíà ïðèñêî-
ðåííÿ.

Çàäà÷à 2.1. Êàìiíü, êèíóòèé ïiä êóòîì α äî ãîðèçîíòó, äâi÷i
ïîáóâàâ íà îäíié i òié ñàìié âèñîòi h ÷åðåç ïðîìiæêè ÷àñó t1 i t2
ïiñëÿ ïî÷àòêó ðóõó. Âèçíà÷èòè ïî÷àòêîâó øâèäêiñòü v0 i âèñîòó
h, ÿêùî êàìiíü ðóõà¹òüñÿ çi ñòàëèì ïðèñêîðåííÿì g, ñïðÿìîâà-
íèì âåðòèêàëüíî âíèç.

Ðîçâ'ÿçîê. Âèáåðåìî ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê ùîá ïî÷àòîê êî-
îðäèíàò çáiãàâñÿ ç ïî÷àòêîì ðóõó êàìåíÿ, à âiñü îðäèíàò ñïðÿ-
ìó¹ìî äîãîðè.

y

x

h
t1 t2

v0 g

Âðàõîâóþ÷è, ùî ïðèñêîðåííÿ ñïðÿìîâàíå âçäîâæ âiä'¹ìíîãî
íàïðÿìêó îñi y, ðiâíÿííÿ ðóõó äëÿ êàìåíÿ íàáóäå âèãëÿäó

y = v0yt−
gt2

2
,

x = v0xt,

äå

v0x = v0 cosα,

v0y = v0 sinα
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¹ ïðî¹êöiÿìè ïî÷àòêîâî¨ øâèäêîñòi íà îñi àáñöèñ i îðäèíàò âiä-
ïîâiäíî. Â ïåðøå ðiâíÿííÿ ïiäñòàâèìî çíà÷åííÿ ìîìåíòiâ ÷àñó
t1 i t2, êîëè êàìiíü ïåðåáóâàâ íà âèñîòi h. Îòðèìà¹ìî òàêi äâà
âèðàçè

h = v0yt1 −
gt21
2
,

h = v0yt2 −
gt22
2
.

Ïðèðiâíÿâøè ïåðøèé âèðàç äî äðóãîãî i âðàõóâàâøè, ùî v0y =
v0 sinα, îòðèìà¹ìî âèðàç äëÿ ïî÷àòêîâî¨ øâèäêîñòi

v0 =
g

2 sinα
(t1 + t2).

Òåïåð, ïiäñòàâëÿþ÷è öå çíà÷åííÿ ïî÷àòêîâî¨ øâèäêîñòi â îäèí iç
âèðàçiâ äëÿ h, îòðèìà¹ìî

h =
gt1t2
2

.

Çàäà÷à 2.2. Çíàéòè íîðìàëüíå an, òàíãåíöiàëüíå aτ ïðèñêî-
ðåííÿ òà ðàäióñ êðèâèíè, ÿêùî òî÷êà ðóõà¹òüñÿ çà çàêîíîì:

x = rωt− r sin(ωt),

y = r − r cos(ωt),

z = v0t,

äå r, ω i v0 � ïàðàìåòðè, ÿêi íå çàëåæàòü âiä ÷àñó.
Ðîçâ'ÿçîê. Íîðìàëüíå, òàíãåíöiàëüíå ïðèñêîðåííÿ i ðàäióñ

êðèâèíè çàäàþòüñÿ ôîðìóëàìè

aτ = v̇, an =
v2

R
,

R =
v2√

a2 − v̇2
.
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Ùîá âèçíà÷èòè öi âåëè÷èíè, íàì ñïî÷àòêó ïîòðiáíî çíàéòè àá-
ñîëþòíi çíà÷åííÿ øâèäêîñòi é ïîâíîãî ïðèñêîðåííÿ òî÷êè. Öi
âåëè÷èíè âèçíà÷àþòüñÿ òàêèìè ôîðìóëàìè

v =
√
ẋ2 + ẏ2 + ż2,

a =
√
ẍ2 + ÿ2 + z̈2.

Ç ðiâíÿííÿ ðóõó âèçíà÷èìî êîìïîíåíòè øâèäêîñòi òà ïîâíîãî
ïðèñêîðåííÿ

ẋ = rω − rω cos(ωt), ẏ = rω sin(ωt), ż = v0,

ẍ = rω2 sin(ωt), ÿ = rω2 cos(ωt), z̈ = 0.

Òåïåð, ïiäñòàâëÿþ÷è öi êîìïîíåíòè â ôîðìóëè äëÿ øâèäêîñòi òà
ïîâíîãî ïðèñêîðåííÿ, îòðèìà¹ìî

v =
√
(rω − rω cos(ωt))2 + (rω sin(ωt))2 + v20 =

= rω

√
4 sin2

(
ωt

2

)
+
( v0
rω

)2
,

a =
√

(rω2 sin(ωt))2 + (rω2 cos(ωt))2 = rω2.

Âçÿâøè ïîõiäíó âiä øâèäêîñòi çà ÷àñîì, çíàéäåìî òàíãåíöiàëüíå
ïðèñêîðåííÿ

aτ = v̇ = rω2 sin(ωt)√
4 sin2

(
ωt
2

)
+
(
v0
rω

)2 .
Òåïåð çàïèøåìî íîðìàëüíó ñêëàäîâó ïðèñêîðåííÿ

an =
√
a2 − v̇2 = rω2

√√√√4 sin2
(
ωt
2

)
+
(
v0
rω

)2 − sin2(ωt)

4 sin2
(
ωt
2

)
+
(
v0
rω

)2 .

Íà çàêií÷åííÿ çàïèøåìî âèðàç äëÿ ðàäióñà êðèâèíè òðà¹êòîði¨

R =
v2√

a2 − v̇2
= r

(
4 sin2

(
ωt
2

)
+
(
v0
rω

)2)3/2√
4 sin2

(
ωt
2

)
+
(
v0
rω

)2 − sin2(ωt)
.
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Íà âiäìiíó âiä êiíåìàòèêè, äå âèâ÷à¹òüñÿ ðóõ, àëå íå âèâ÷àþòüñÿ
ñèëè, ÿêi ñïðè÷èíèëè öåé ðóõ, äèíàìiêà âèâ÷à¹ ïðè÷èíó ðóõó.
Äèíàìiêà  ðóíòó¹òüñÿ íà òðüîõ çàêîíàõ Íüþòîíà.

Ïåðøèé çàêîí Íüþòîíà  ðóíòó¹òüñÿ íà ïðèíöèïi �àëiëåÿ,
ÿêèé ñòâåðäæó¹, ùî çàêîíè ìåõàíiêè íå çàëåæàòü âiä âèáîðó
iíåðöiéíî¨ ñèñòåìè âiäëiêó. Iíåðöiéíà ñèñòåìà âiäëiêó � öå òà-
êà ñèñòåìà, âiäíîñíî ÿêî¨ òiëî, íà ÿêå íå äiþòü ñèëè, ðóõà¹òüñÿ
ðiâíîìiðíî ïðÿìîëiíiéíî àáî ïåðåáóâà¹ ó ñòàíi ñïîêîþ.

Çàïèøåìî ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò ïðè ïåðåõîäi âiä îäíi¹¨
iíåðöiéíî¨ ñèñòåìè âiäëiêó äî iíøî¨. Ïðèïóñòèìî, ùî iíåðöiéíà
ñèñòåìà âiäëiêó K ′ ðóõà¹òüñÿ âiäíîñíî iíøî¨ iíåðöiéíî¨ ñèñòåìè
K çi ñòàëîþ øâèäêiñòþ v, ÿêà ñïðÿìîâàíà âçäîâæ îñi x (äèâ.
ðèñóíîê).

z

x

y

z'

x'

y'

v

K K'

Íåõàé ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó ïî÷àòêè êîîðäèíàò äâîõ
iíåðöiéíèõ ñèñòåì çáiãàþòüñÿ, i êîîðäèíàòè ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè â
ìîìåíò ÷àñó t â ñèñòåìi K ′ ¹ òàêèìè: (x′, y′, z′). Òîäi êîîðäèíàòè
â ñèñòåìi âiäëiêó K âèçíà÷àþòüñÿ òàê:

x = x′ + vt, y = y′, z = z′.
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Öå i ¹ ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò ïðè ïåðåõîäi âiä îäíi¹¨ iíåðöiéíî¨
ñèñòåìè âiäëiêó äî iíøî¨. Òàêi ïåðåòâîðåííÿ íàçèâàþòüñÿ ïåðå-
òâîðåííÿìè �àëiëåÿ.

Äðóãèé çàêîí Íüþòîíà äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè ðiâíÿííÿ ðóõó
òî÷êè, ÿêùî âiäîìi ñèëè, ÿêi äiþòü íà öþ òî÷êó. Ìàòåìàòè÷íèé
çàïèñ öüîãî çàêîíó ìà¹ âèãëÿä

mṙ = F,

äå m i r � ìàñà i ðàäióñ-âåêòîð òî÷êè, F � ðiâíîäiéíà ñèë, ÿêi
äiþòü íà òî÷êó.

Òðåòié çàêîí Íüþòîíà ñòâåðäæó¹, ùî ñèëà äi¨ ïåðøî¨ ìàòå-
ðiàëüíî¨ òî÷êè íà äðóãó ìàòåðiàëüíó òî÷êó � òàêà ñàìà çà ìîäó-
ëåì i ïðîòèëåæíà çà íàïðÿìêîì, ÿê ñèëà äi¨ äðóãî¨ ìàòåðiàëüíî¨
òî÷êè íà ïåðøó. Ìàòåìàòè÷íî éîãî ìîæíà çàïèñàòè òàê:

F12 = −F21,

äå F12 (F21) � ñèëà, ç ÿêîþ äi¹ ïåðøà ìàòåðiàëüíà òî÷êà íà äðóãó
(äðóãà íà ïåðøó).

Äóæå ÷àñòî äëÿ çíàõîäæåííÿ ðiâíÿííÿ ðóõó ìåõàíi÷íî¨ ñè-
ñòåìè ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ çàêîíàìè çáåðåæåííÿ ïåâíèõ ôiçè-
÷íèõ âåëè÷èí, òàêèõ, ÿê iìïóëüñ, ìîìåíò iìïóëüñó i ïîâíà åíåðãiÿ
ñèñòåìè. Îòæå, äðóãèé çàêîí Íüþòîíà ìîæíà ïåðåïèñàòè ÷åðåç
iìïóëüñ. Iìïóëüñ ñèñòåìè ìàòåðiàëüíèõ òî÷îê

p =
∑
i

miṙi

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

dp

dt
= Fext,

Fext � ðiâíîäiéíà çîâíiøíiõ ñèë, ÿêi äiþòü íà ñèñòåìó ìàòåðiàëü-
íèõ òî÷îê. Òàêèé çàïèñ ¹ çàãàëüíiøèì çàïèñîì äðóãîãî çàêîíó
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Íüþòîíà. ßêùî íà ñèñòåìó ìàòåðiàëüíèõ òî÷îê íå äiþòü íiÿêi
çîâíiøíi ñèëè, òî iìïóëüñ íå çìiíþ¹òüñÿ (çáåðiãà¹òüñÿ):

dp

dt
= 0, p = const.

Öå ¹ çàêîí çáåðåæåííÿ iìïóëüñó.
Òàêîæ ðóõ ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì õàðàêòåðèçóþòü òàêi âåëè÷èíè,

ÿê ìîìåíò iìïóëüñó

L =
∑
i

ri × pi

òà ìîìåíò ñèë

N =
∑
i

ri × Fi,

ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíiñòü

dL

dt
= Next.

Ìîìåíò iìïóëüñó çáåðiãà¹òüñÿ, êîëè ìîìåíò çîâíiøíiõ ñèë ðiâ-
íèé íóëåâi. Öå ñïiââiäíîøåííÿ âèêîíó¹òüñÿ, êîëè íà ñèñòåìó íå
äiþòü íiÿêi çîâíiøíi ñèëè, àáî êîëè ðàäióñ-âåêòîðè ìàòåðiàëü-
íèõ òî÷îê ¹ êîëiíåàðíèìè äî âåêòîðiâ çîâíiøíiõ ñèë, ÿêi äiþòü
íà öi ìàòåðiàëüíi òî÷êè. ßê ïðèêëàä, ìîìåíò êiëüêîñòi ðóõó çáå-
ðiãà¹òüñÿ äëÿ òiëà, ÿêå ðóõà¹òüñÿ â ïîëi öåíòðàëüíèõ ñèë. Òîäi
ðàäióñ-âåêòîð òiëà êîëiíåàðíèé äî âåêòîðà öåíòðàëüíî¨ ñèëè.

Ó âèïàäêó, êîëè ìåõàíi÷íà ñèñòåìà ïåðåáóâà¹ â ïîëi ïîòåíöi-
àëüíèõ ñèë, òîáòî êîëè íà i-òó ÷àñòèíêó äi¹ ñèëà

Fi = −∇iU,

i êîëè U íå çàëåæèòü âiä ÷àñó, òî âèêîíó¹òüñÿ çàêîí çáåðåæåííÿ
ïîâíî¨ åíåðãi¨ ñèñòåìè

d

dt
(T + U) = 0, E = T + U = const,
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äå

E = T + U

� ïîâíà åíåðãiÿ,

T =
1

2

∑
i

miṙ
2
i

¹ êiíåòè÷íîþ åíåðãi¹þ, à U � ïîòåíöiàëüíîþ åíåðãi¹þ. Ó âèïàä-
êó, ÿêùî U çàëåæèòü âiä ÷àñó, áóäåìî ìàòè

d

dt
(T + U) =

∂U

∂t
.

Çàäà÷à 3.1. Çíàéòè ìàêñèìàëüíó ñèëó, ÿêó ìîæå ñòðèìó-
âàòè çà ðàõóíîê ñèëè òåðòÿ íàìîòàíèé íà çàêðiïëåíèé öèëiíäð
íåâàãîìèé i íåðîçòÿæíèé øíóðîê.

Ðîçâ'ÿçîê. Ðîçãëÿíåìî âçà¹ìîäiþ øíóðêà ç íåñêií÷åííî ìà-
ëèì åëåìåíòîì ïîâåðõíi öèëiíäðà, ÿêèé âèäíî iç éîãî îñi ïiä
êóòîì dφ.

T dN

Ff

Íàñ áóäå öiêàâèòè ðiâíîäiéíà ñèëè òåðòÿ øíóðêà îá öåé åëåìåíò
ïîâåðõíi öèëiíäðà dFf i ñèëè íàòÿãó øíóðêà dT. Ðiâíÿííÿ, ÿêå
çàäà¹ öþ ðiâíîäiéíó, ìà¹ âèãëÿä

dT = dFf .
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Ïðè ïðî¹êöi¨ ñèë íà ãîðèçîíòàëüíó âiñü ìè âðàõóâàëè, ùî
cos dφ ≈ 1. Ç iíøîãî áîêó, ñèëà òåðòÿ ïðîïîðöiéíà ñèëi ðåàêöi¨
îïîðè öüîãî åëåìåíòà ïîâåðõíi dN

dFf = k dN,

äå k � êîåôiöi¹íò òåðòÿ. Ñèëà ðåàêöi¨ îïîðè ðiâíà çà çíà÷åííÿ
i ïðîòèëåæíà çà íàïðÿìêîì ñèëi òèñêó íà ïîâåðõíþ. Ó íàøîìó
âèïàäêó ñèëà òèñêó íà ïîâåðõíþ ¹ ïðî¹êöi¹þ ñèëè íàòÿãó íà
âiñü, âçäîâæ ÿêî¨ ñïðÿìîâàíà ñèëà ðåàêöi¨ îïîðè. Òîìó ìîæíà
çàïèñàòè, ùî

dN = T dφ,

Òóò ìè âðàõóâàëè, ùî sin dφ ≈ dφ. Òåïåð íàøå ðiâíÿííÿ íàáóäå
âèãëÿäó

dT = kT dφ.

Ðîçäiëÿ¹ìî â íüîìó çìiííi é iíòå ðó¹ìî éîãî. Ó ðåçóëüòàòi îòðè-
ìà¹ìî

lnT = kφ+ lnT0,

äå T0 � öå êîíñòàíòà iíòå ðóâàííÿ. Òàêèì ÷èíîì, çíà÷åííÿ ïîðî-
ãîâî¨ ñèëè, ÿêó ïîòðiáíî ïðèêëàñòè äî íàìîòàíîãî íà íåðóõîìèé
öèëiíäð øíóðêà, ùîá éîãî ðîçìîòàòè, åêñïîíåíöiéíî çðîñòà¹ çi
çðîñòàííÿì êóòà íàìîòóâàííÿ:

T = T0e
kφ.

Çâiäñè âèäíî, ùî T0 � öå ñèëà íàòÿãó øíóðêà, ÿêà çðiâíîâàæó¹
ñèëó òåðòÿ, êîëè øíóðîê òîðêà¹òüñÿ äî öèëiíäðà òiëüêè â îäíié
òî÷öi.
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Çàäà÷à 3.2. Êàìiíü ìàñîþm êèíóòî ïiä êóòîì α äî ãîðèçîí-
òó ç ïî÷àòêîâîþ øâèäêiñòþ v0. Çíàéòè øâèäêiñòü ðóõó i ðiâíÿ-
ííÿ ðóõó êàìåíÿ, ÿêùî ïîâiòðÿ ÷èíèòü éîìó îïið çi ñèëîþ, ïðî-
ïîðöiéíîþ éîãî øâèäêîñòi Ff = −kv, äå k � êîåôiöi¹íò, ÿêèé
õàðàêòåðèçó¹ ñèëó òåðòÿ.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàäàìî ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê ùîá ïî÷àòîê ðóõó
êàìåíÿ çáiãàâñÿ ç ïî÷àòêîì êîîðäèíàò. Çàïèøåìî äðóãèé çàêîí
Íüþòîíà äëÿ ðóõó êàìåíÿ. Ó âåêòîðíié ôîðìi âií íàáóäå âèãëÿäó

ma = mg + Ff .

y

x

v0 g

v

Ff

Âåêòîðè, ÿêi âõîäÿòü â öå ðiâíÿííÿ, ¹ òàêèìè:

a = ẍi+ ÿj, g = −gj, Ff = −kẋi− kẏj.

Ïiäñòàâëÿþ÷è öi âèðàçè ó äðóãèé çàêîí Íüþòîíà i ïðèðiâíþþ÷è
âåëè÷èíè ïðè îäíàêîâèõ îðòàõ, îòðèìà¹ìî äâà ñêàëÿðíèõ ðiâ-
íÿííÿ

ẍ+
k

m
ẋ = 0,

ÿ +
k

m
ẏ + g = 0.

Îñêiëüêè öi ðiâíÿííÿ ¹ íåçàëåæíèìè ìiæ ñîáîþ, ðîçâ'ÿæåìî ¨õ
ïî÷åðãîâî. Ñïî÷àòêó îòðèìà¹ìî ðîçâ'ÿçîê äëÿ ðiâíÿííÿ, ÿêå çà-
äà¹ ðóõ êàìåíÿ âiäíîñíî íàïðÿìêó x. Ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî
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ïðî¹êöiÿ øâèäêîñòi íà âiñü x ìà¹ âèãëÿä vx = ẋ, öå ðiâíÿííÿ
íàáóäå ôîðìè

v̇x +
k

m
vx = 0.

Öå � ëiíiéíå îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó. Éîãî ðîçâ'ÿçîê
øóêà¹ìî ìåòîäîì ðîçäiëåííÿ çìiííèõ

dvx
vx

= − k

m
dt.

Ïiñëÿ iíòå ðóâàííÿ îòðèìà¹ìî

ln vx = − k

m
t+ lnCx1,

àáî

vx = Cx1e
− k

m
t,

äå Cx1 � êîíñòàíòà iíòå ðóâàííÿ, ÿêà øóêà¹òüñÿ ç óìîâè, ùî â
ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó ïðî¹êöiÿ øâèäêîñòi íà âiñü x ðiâíà

vx(t = 0) = v0 cosα.

Òîäi

Cx1 = v0 cosα,

i øâèäêiñòü ðóõó âçäîâæ îñi x íàáóäå âèãëÿäó

vx = v0 cosα e
− k

m
t.

Òåïåð çàìiñòü vx ïîñòàâèìî ẋ i çíàéäåìî ðiâíÿííÿ ðóõó âiäíîñíî
îñi x. Îòðèìà¹ìî

x = v0 cosα

∫
e−

k
m
t dt+ Cx2 = −v0

m

k
cosα e−

k
m
t + Cx2,
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äå Cx2 � äðóãà êîíñòàíòà iíòå ðóâàííÿ, ÿêà øóêà¹òüñÿ ç óìîâè,
ùî òiëî ïî÷èíà¹ ðóõ iç ïî÷àòêó êîîðäèíàò

x(t = 0) = 0.

Ïiäñòàâëÿþ÷è öþ óìîâó â ðiâíÿííÿ ðóõó âiäíîñíî îñi x, îòðèìà-
¹ìî, ùî

Cx2 = v0
m

k
cosα.

Îñòàòî÷íî ìàòèìåìî ðiâíÿííÿ ðóõó ó âèãëÿäi

x = v0
m

k
cosα

(
1− e−

k
m
t
)
.

Ó òàêèé ñàìèé ñïîñiá øóêà¹ìî ðiâíÿííÿ ðóõó âiäíîñíî îñi y.
Çàïèøåìî éîãî ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî vy = ẏ. Îòðèìà¹ìî

v̇y +
k

m
vy = −g.

Öå � ëiíiéíå íåîäíîðiäíå ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó. Éîãî ðîçâ'ÿçîê
øóêà¹ìî ìåòîäîì âàðiàöi¨ ñòàëî¨. Ñïî÷àòêó ðîçâ'ÿæåìî ëiíiéíå
îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ

v̇y +
k

m
vy = 0.

Éîãî ðîçâ'ÿçîê ìà¹ òàêèé ñàìèé âèãëÿä, ÿê i ó âèïàäêó ðóõó
âiäíîñíî îñi x, òiëüêè òóò áóäåìî ââàæàòè, ùî ñòàëà iíòå ðóâàííÿ
çàëåæèòü âiä ÷àñó

vy = Cy1(t)e
− k

m
t.

Òåïåð ïiäñòàâëÿ¹ìî öåé ðîçâ'ÿçîê ó ëiíiéíå íåîäíîðiäíå ðiâíÿí-
íÿ. Ó ðåçóëüòàòi áóäåìî ìàòè

Ċy1(t)e
− k

m
t − k

m
Cy1(t)e

− k
m
t +

k

m
Cy1(t)e

− k
m
t = −g.
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Öå � äèôåðåíöiéíå ðiâíÿííÿ äëÿ Cy1(t). Ïiñëÿ ðîçäiëåííÿ çìií-
íèõ îòðèìà¹ìî

Cy1(t) = −g
∫
e

k
m
t dt+ C ′

y1 = −gm
k
e

k
m
t + C ′

y1.

Òàêèì ÷èíîì, øâèäêiñòü âiäíîñíî îñi y íàáóäå âèãëÿäó

vy = −gm
k

+ C ′
y1e

− k
m
t,

äå êîíñòàíòà iíòå ðóâàííÿ C ′
y1 øóêà¹òüñÿ ç óìîâè, ùî

vy(t = 0) = v0 sinα.

Ïiäñòàâëÿþ÷è öþ óìîâó â ðiâíÿííÿ äëÿ øâèäêîñòi âiäíîñíî îñi
y, îòðèìà¹ìî

C ′
y1 = v0 sinα+ g

m

k
.

Îñòàòî÷íî áóäåìî ìàòè âèðàç äëÿ øâèäêîñòi âiäíîñíî îñi y

vy = v0 sinαe
− k

m
t + g

m

k

(
e−

k
m
t − 1

)
.

Òåïåð ïiäñòàâëÿ¹ìî â öå ðiâíÿííÿ vy = ẏ i ïiñëÿ ðîçäiëåííÿ çìií-
íèõ òà iíòå ðóâàííÿ îòðèìà¹ìî

y = −v0
m

k
sinαe−

k
m
t − g

m

k

(m
k
e−

k
m
t − t

)
+ Cy2.

Ç óìîâè, ùî ðóõ êàìåíÿ ïî÷èíà¹òüñÿ ç ïî÷àòêó êîîðäèíàò

y(t = 0) = 0,

çíàéäåìî êîíñòàíòó iíòå ðóâàííÿ Cy2. Âîíà ðiâíà

Cy2 = g
(m
k

)2
+ v0

m

k
sinα.
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Îñòàòî÷íî ðiâíÿííÿ ðóõó âiäíîñíî îñi y íàáóäå âèãëÿäó

y =
m

k

(
v0 sinα+ g

m

k

)(
1− e−

k
m
t
)
− g

m

k
t.

Íà êiíåöü ïîêàæåìî, ÿê iç îòðèìàíèõ ðiâíÿíü âèïëèâàþòü
ðiâíÿííÿ çà âiäñóòíîñòi îïîðó ïîâiòðÿ. Äëÿ öüîãî ó âiäïîâiäíèõ
âèðàçàõ äëÿ øâèäêîñòi é ðiâíÿííÿõ ðóõó ðîçêëàäåìî â ðÿä òàêó
åêñïîíåíòó:

e−
k
m
t = 1− k

m
t+

(
k

m
t

)2

+ . . .

Ïiñëÿ ïðîñòèõ àëãåáðà¨÷íèõ ñïðîùåíü, ñêîðî÷óþ÷è k ó çíàìåí-
íèêàõ i ïîêëàäàþ÷è îñòàòî÷íî k = 0, îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ, ÿêi
îïèñóþòü ðóõ êàìåíÿ çà âiäñóòíîñòi îïîðó ïîâiòðÿ

vx = v0 cosα, x = v0t cosα,

vy = vo sinα− gt, y = v0t sinα− gt2

2
.

Çàäà÷à 3.3. Òiëî áåç ïî÷àòêîâî¨ øâèäêîñòi ïiä äi¹þ ñèëè
òÿæiííÿ ïàäà¹ íà Çåìëþ ç âèñîòè h≫ R⊕ (R⊕ � ðàäióñ Çåìëi).
Çíàéòè çàêîí ðóõó òiëà.

Ðîçâ'ÿçîê. Ñèëà  ðàâiòàöiéíîãî òÿæiííÿ ñòâîðþ¹ ïîëå ïîòåí-
öiàëüíèõ ñèë

F = −∇U,

äå U � ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ. Äëÿ îïèñó òàêîãî ïàäiííÿ äîñòà-
òíüî îäíi¹¨ êîîðäèíàòè. Ñïðÿìó¹ìî âiñü x âiä öåíòðó Çåìëi âçäîâæ
ðóõó òiëà.
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xvM  m h

Òîäi äðóãèé çàêîí Íüþòîíà çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

m
dv

dt
= −dU

dx
,

äå v � øâèäêiñòü ïàäiííÿ òiëà. Ïîìíîæèìî ëiâó i ïðàâó ñòîðîíó
öüîãî ðiâíÿííÿ íà øâèäêiñòü v

mv
dv

dt
= −vdU

dx
.

Ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî

v =
dx

dt
, v

dv

dt
=

d

dt

v2

2
,

à òàêîæ òîãî ôàêòó, ùî ìàñà ç ÷àñîì íå çìiíþ¹òüñÿ, öå ðiâíÿííÿ
íàáóäå âèãëÿäó

d

dt

mv2

2
= −dx

dt

dU

dx
.

Ïðàâó ñòîðîíó ïåðåïèøåìî ó âèãëÿäi

dx

dt

dU

dx
=
dU

dt

i ïåðåíåñåìî âñå â îäíó ñòîðîíó. Îòðèìà¹ìî

d

dt

(
mv2

2
+ U

)
= 0.

Âèðàç ïiä ïîõiäíîþ ¹ ïîâíîþ åíåðãi¹þ ñèñòåìè

E =
mv2

2
+ U.
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Ïîâíà åíåðãiÿ ïðè òàêîìó ðóñi ç ÷àñîì çáåðiãà¹òüñÿ. Òîáòî E =
= const ¹ iíòå ðàëîì ðóõó. Öå � çàêîí çáåðåæåííÿ åíåðãi¨ äëÿ
òiëà ìàñîþm, ÿêå ïåðåáóâà¹ â ïîëi ïîòåíöiàëüíèõ ñèë i ðóõà¹òüñÿ
âçäîâæ íàïðÿìó x. Âðàõîâóþ÷è, ùî v = dx

dt , iç çàêîíó çáåðåæåííÿ
åíåðãi¨ îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ ðóõó öüîãî òiëà ó âèãëÿäi

t = −
√
m

2

∫
dx√
E − U

+ C,

äå C � êîíñòàíòà iíòå ðóâàííÿ; òóò ìiíóñ îçíà÷à¹, ùî ðóõ âiä-
áóâà¹òüñÿ ó âiä'¹ìíîìó íàïðÿìêó êîîðäèíàòè x. Ñèëà, ÿêà äi¹ ç
áîêó Çåìëi íà òiëî, ìà¹ âèãëÿä

F = −GM⊕m

x2
,

äå G �  ðàâiòàöiéíà ñòàëà, à M⊕ � ìàñà Çåìëi. Çíàéäåìî ïîòåí-
öiàëüíó åíåðãiþ ïîëÿ òÿæiííÿ Çåìëi

U = −
∫
Fdx+ U∞ = GM⊕m

∫
dx

x2
+ U∞ =

= −GM⊕m

x
+ U∞,

äå U∞ � öå êîíñòàíòà iíòå ðóâàííÿ, ÿêà õàðàêòåðèçó¹ ïîòåíöiàë
íà áåçìåæíîñòi. Ïîêëàäàþ÷è éîãî ðiâíèì U(x → ∞) = 0, îòðè-
ìà¹ìî, ùî U∞ = 0. Ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó òiëî ïåðåáóâà¹ ó
ñòàíi ñïîêîþ, òîìó ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ òiëà ðiâíà éîãî ïîâíié
åíåðãi¨

E = −GM⊕m

h
.

Òåïåð çàïèøåìî ðiâíÿííÿ ðóõó

t = −

√
h

2GM⊕

∫ √
x

h− x
dx+ C.
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Äëÿ òîãî, ùîá âçÿòè öåé iíòå ðàë, çðîáèìî òàêó çàìiíó çìiííèõ:

x = h cos2 α, dx = −2h cosα sinα dα.

Òîäi îòðèìà¹ìî

t = 2

√
h3

2GM⊕

∫
cos2 αdx+ C =

=

√
h3

2GM⊕
(α+ sinα cosα) + C.

Âðàõîâóþ÷è, ùî α = arccos
√

x
h , îòðèìà¹ìî

t =

√
h3

2GM⊕

(
arccos

√
x

h
+

√
x

h

(
1− x

h

))
.

Ìè òóò âðàõóâàëè ïî÷àòêîâó óìîâó, ùî â ìîìåíò ÷àñó t = 0
÷àñòèíêà ïåðåáóâàëà íà âèñîòi h, òîìó C = 0.

Çàäà÷à 3.4. Âèêîðèñòîâóþ÷è çàêîí çáåðåæåííÿ åíåðãi¨, çíà-
éòè çàêîí ðóõó ÷àñòèíêè ìàñè m ó ïîòåíöiëüíîìó ïîëi
U(x) = −α

x .

Ðîçâ'ÿçîê. Iç çàêîíó çáåðåæåííÿ åíåðãi¨ ìà¹ìî

±t =
√
m

2

∫
dx√
E − U

+ C,

äå E � ïîâíà åíåðãiÿ, C � êîíñòàíòà iíòå ðóâàííÿ. Ïiäñòàâëÿ¹ìî
ñþäè ïîòåíöiàëüíó åíåðãiþ U , îòðèìà¹ìî

±t =
√
m

2

∫
dx√
E + α

x

+ C =

=

√
m

2

∫ √
x

Ex+ α
dx+ C.
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Âiçüìåìî öåé iíòå ðàë. Äëÿ öüîãî çðîáèìî òàêó çàìiíó çìiííèõ

y =

√
x

Ex+ α
, x =

αy2

1− Ey2
, dx =

2αy

(1− Ey2)2
.

Òîäi îòðèìà¹ìî

±t =
√
m

2
2α

∫
y2

(1− Ey2)2
dy + C.

Òåïåð çðîáèìî ïðîöåäóðè çàíåñåííÿ ïiä äèôåðåíöiàë

±t =
√
m

2
α

∫
y

(1− Ey2)2
d
(
y2
)
+ C =

= −
√
m

2

α

E

∫
y

(1− Ey2)2
d
(
1− Ey2

)
+ C =

=

√
m

2

α

E

∫
y d

(
1

1− Ey2

)
+ C.

Áåðåìî öåé iíòå ðàë ÷àñòèíàìè ç òàêîþ ïiäñòàíîâêîþ

u = y, du = dy,

dv = d

(
1

1− Ey2

)
, v =

1

1− Ey2
,

îòðèìà¹ìî

±t =
√
m

2

α

E

[
y

1− Ey2
−
∫

dy

1− Ey2

]
+ C.
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Òåïåð ïiäiíòå ðàëüíèé âèðàç ðîçiá'¹ìî íà ïðîñòi äðîáè i ïðî-
iíòå ðó¹ìî

±t =
√
m

2

α

E

[
y

1− Ey2
− 1

2

∫
dy

1−
√
Ey

− 1

2

∫
dy

1 +
√
Ey

]
+ C =

=

√
m

2

α

E

[
y

1− Ey2
+

1

2
√
E

ln |1−
√
Ey| −

− 1

2
√
E

ln |1 +
√
Ey|

]
+ C =

=

√
m

2

α

E

[
y

1− Ey2
+

1

2
√
E

ln

∣∣∣∣∣1−
√
Ey

1−
√
Ey

∣∣∣∣∣
]
+ C.

Çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåííÿ y =
√

x
Ex+α âåðíåìîñÿ äî ïî÷àò-

êîâî¨ çìiííî¨ x. Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ ðóõó

±t =
√
m

2

1

E3/2

[√
Ex(Ex+ α) +

α

2
ln

∣∣∣∣∣
√
Ex+ α−

√
Ex

√
Ex+ α+

√
Ex

∣∣∣∣∣
]
+ C.
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ßêùî íà ñèñòåìó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç N ìàòåðiàëüíèõ òî÷îê, íà-
êëàäåíî s â'ÿçåé, ÿêi çàäàþòüñÿ ðiâíÿííÿìè

fa (r1, r2, . . . , rN , t) = 0, a = 1, 2, . . . , s,

òî òàêà ñèñòåìà áóäå ìàòè n = 3N − s ñòóïåíiâ âiëüíîñòi. Â'ÿçi,
ÿêi îïèñóþòüñÿ ðiâíÿííÿìè òàêîãî òèïó, íàçèâàþòüñÿ ãîëîíîì-
íèìè. Öi çâ'ÿçêè çàäàþòü îáìåæåííÿ íà êîîðäèíàòè ìàòåðiàëü-
íèõ òî÷îê ri. Çà òàêèõ óìîâ çðó÷íî ïåðåéòè äî íàáîðó êîîðäèíàò
qα(α = 1, 2, . . . , n), ÿêi âiäïîâiäàþòü êiëüêîñòi ñòóïåíiâ âiëüíîñòi
ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè. Òàêi êîîðäèíàòè íàçèâàþòü óçàãàëüíåíèìè
êîîðäèíàòàìè, à ïîõiäíi âiä íèõ çà ÷àñîì q̇α � óçàãàëüíåíèìè
øâèäêîñòÿìè. Iñíó¹ çâ'ÿçîê ìiæ äåêàðòîâèìè é óçàãàëüíåíèìè
êîîðäèíàòàìè:

ri = ri (q1, q2, . . . , qn, t) .

ßê ïðèêëàä ãîëîíîìíîãî çâ'ÿçêó ðîçãëÿíåìî ñôåðó, ÿêà îáìå-
æó¹ ðóõ ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè. Íåõàé ìàòåðiàëüíà òî÷êà ìîæå ðó-
õàòèñÿ ïî ñôåði ðàäióñà l, òîäi ðiâíÿííÿ íà â'ÿçi ìà¹ âèãëÿä

x2 + y2 + z2 − l2 = 0.

Òàêà ñèñòåìà ìà¹ äâà ñòóïåíi âiëüíîñòi, à äëÿ îïèñó ¨¨ ðóõó ìî-
æíà âèáðàòè óçàãàëüíåíèìè êîîðäèíàòàìè êóòè ñôåðè÷íî¨ ñè-
ñòåìè êîîðäèíàò θ é φ, ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç äåêàðòîâèìè êîîðäèíàòà-
ìè òàêèì ÷èíîì

x = l sin θ cosφ, y = l sin θ sinφ, z = l cos θ.

ßêùî íàêëàñòè ùå îäèí çâ'ÿçîê, ÿêèé áóäå çàäàâàòèñÿ ðiâíÿííÿì

z = 0,

òî ìàòåðiàëüíà òî÷êà çìîæå ðóõàòèñÿ òiëüêè ïî êîëó ðàäióñà l, i
äëÿ îïèñó ¨¨ ðóõó äîñòàòíüî áóäå îäíi¹¨ óçàãàëüíåíî¨ êîîðäèíàòè
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φ. Ïîäàëüøå íàêëàäàííÿ çâ'ÿçêiâ ïðèçâåäå äî ïîâíî¨ ôiêñàöi¨
ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè.

Iíøèé ïðèêëàä ñèñòåìè ìàòåðiàëüíèõ òî÷îê, íà ÿêi íàêëàäå-
íî â'ÿçi, öå äâi ÷àñòèíêè, ÿêi ðóõàþòüñÿ ç ôiêñîâàíîþ âiäñòàííþ
îäíà âiäíîñíî iíøî¨. Ðiâíÿííÿ íà çâ'ÿçêè ìà¹ âèãëÿä

(x2 − x1)
2 + (y2 − y1)

2 + (z2 − z1)
2 − l2 = 0.

Òàêà ñèñòåìà ìà¹ n = 6−1 = 5 ñòóïåíiâ âiëüíîñòi: òðè ïîñòóïàëü-
íèõ ñòóïåíi âiëüíîñòi öåíòðà ìàñ, ÿêi ìîæíà çàäàòè äåêàðòîâèìè
êîîðäèíàòàìè x, y, z, i äâà îáåðòàëüíèõ ñòóïåíi âiëüíîñòi, ÿêi ìî-
æíà çàäàòè ïîëÿðíèì θ i àçèìóòàëüíèì φ êóòàìè ñôåðè÷íî¨ ñè-
ñòåìè êîîðäèíàò. Òàêèì ÷èíîì, òàêà ñèñòåìà îïèñó¹òüñÿ ï'ÿòüìà
óçàãàëüíåíèìè êîîðäèíàòàìè x, y, z, θ i φ (äèâ. ðèñóíîê).

z

y

x

r1

m2

l

m1

r2
rc

(x,y,z)
θ
φ

Ùå îäíèì öiêàâèì ïðèêëàäîì ¹ ñèñòåìà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ÷î-
òèðüîõ ìàòåðiàëüíèõ òî÷îê, âiäñòàíü ìiæ êîæíîþ ïàðîþ ç ÿêèõ
¹ ôiêñîâàíîþ. Ó òàêîìó âèïàäêó áóäåìî ìàòè øiñòü çâ'ÿçêiâ, ÿêi
çàäàþòüñÿ ðiâíÿííÿìè

(xi − xj)
2 + (yi − yj)

2 + (zi − zj)
2 − l2ij = 0,
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äå j < i = 1, 2, 3, 4. Òóò ìà¹ìî n = 12− 6 = 6 ñòóïåíiâ âiëüíîñòi,
ÿêi çàäàþòüñÿ òðüîìà ïîñòóïàëüíèìè êîîðäèíàòàìè öåíòðà ìàñ
ñèñòåìè x, y, z i êóòàìè ïîâîðîòó íàâêîëî òðüîõ îñåé θ, φ i ψ.

Â'ÿçi iíøîãî âèäó, ðiâíÿííÿ ÿêèõ ìiñòÿòü çâ'ÿçîê ìiæ êîîð-
äèíàòàìè i øâèäêîñòÿìè, íàçèâàþòüñÿ íåãîëîíîìíèìè àáî êiíå-
ìàòè÷íèìè. �õ ðiâíÿííÿ çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

fa (r1, r2, . . . , rN , ṙ1, ṙ2, . . . , ṙN , t) = 0, a = 1, 2, . . . , s.

Ìåõàíi÷íi ñèñòåìè, íà ÿêi íàêëàäåíî çâ'ÿçêè, çðó÷íî äîñëi-
äæóâàòè çà äîïîìîãîþ ðiâíÿíü Ëà ðàíæà. Ðiâíÿííÿ Ëà ðàíæà
ïåðøîãî ðîäó  ðóíòóþòüñÿ íà ïðèíöèïi ä'Àëàìáåðà. Çàïèøåìî
äðóãèé çàêîí Íüþòîíà äëÿ ñèñòåìè ìàòåðiàëüíèõ òî÷îê, íà ÿêi
íàêëàäåíî çâ'ÿçêè

ṗi = Fi +Ri,

äå îêðåìî âèäiëåíî ñèëè ðåàêöié çâ'ÿçêiâ Ri. Òåïåð öåé âèðàç
ñêàëÿðíî ïîìíîæèìî íà âåêòîð âiðòóàëüíîãî ïåðåìiùåííÿ ìàòå-
ðiàëüíî¨ òî÷êè δri i ïðîñóìó¹ìî çà âñiìà ìàòåðiàëüíèìè òî÷êàìè
ñèñòåìè: ∑

i

(ṗi − Fi −Ri) · δri = 0.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ñòàöiîíàðíîãî ãîëîíîìíîãî çâ'ÿçêó

f(r1, r2, . . . , rN ) = 0

âiðòóàëüíi ïåðåìiùåííÿ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó∑
i

∇if · δri = 0.

Âðàõîâóþ÷è, ùî äëÿ iäåàëüíèõ çâ'ÿçêiâ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Ri · δri = 0,
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îòðèìà¹ìî ïðèíöèï ä'Àëàìáåðà∑
i

(ṗi − Fi) · δri = 0.

Êîðèñòóþ÷èñü ìåòîäîì ìíîæíèêiâ Ëà ðàíæà, iç ïðèíöèïó
ä'Àëàìáåðà îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ Ëà ðàíæà I ðîäó

ṗi = Fi +
s∑

a=1

λa∇ifa (r1, r2, . . . , rN ) ,

fa (r1, r2, . . . , rN ) = 0,

äå

Ri =

s∑
a=1

λa∇ifa (r1, r2, . . . , rN )

¹ ñèëîþ ðåàêöi¨ â'ÿçi, λa � ìíîæíèêè Ëà ðàíæà (¨õ ¹ ñòiëüêè,
ñêiëüêè íà ñèñòåìó íàêëàäåíî â'ÿçåé) (a = 1 . . . s). Òàêèì ÷èíîì,
ìà¹ìî 3N + s ðiâíÿíü i 3N + s íåâiäîìèõ.

Ìè çíà¹ìî, ùî ÿêùî íà ñèñòåìó ç N ìàòåðiàëüíèõ òî÷îê
íàêëàäåíî s â'ÿçåé, òî iñíó¹ íàáið óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò qα
(3N − s øòóê), ÿêi îïèñóþòü ïîâåäiíêó òàêî¨ ñèñòåìè. Ðiâíÿííÿ
Ëà ðàíæà II ðîäó, çàïèñàíi íà ìîâi óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò:

d

dt

∂T

∂q̇α
− ∂T

∂qα
= Qα,

äå T � êiíåòè÷íà åíåðãiÿ ñèñòåìè, q̇α � óçàãàëüíåíi øâèäêîñòi,
à

Qα =
N∑
i=1

Fi
∂ri
∂qα

óçàãàëüíåíi ñèëè. Êiëüêiñòü ðiâíÿíü, ÿêi îïèñóþòü åâîëþöiþ ñè-
ñòåìè, âiäïîâiäà¹ êiëüêîñòi óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò. ßêùî ñèñòå-
ìà ïåðåáóâà¹ â ïîëi ïîòåíöiàëüíèõ ñèë, òî ðiâíÿííÿ Ëà ðàíæà
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II ðîäó íàáóâàþòü âèãëÿäó

d

dt

∂L

∂q̇α
− ∂L

∂qα
= 0,

äå

L (q1, q2, . . . qn, q̇1, q̇2, . . . q̇n, t) = T − U

� ôóíêöiÿ Ëà ðàíæà (ëà ðàíæiàí). Ôóíêöiÿ Ëà ðàíæà ¹ ðiçíè-
öåþ êiíåòè÷íî¨ i ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãié ñèñòåìè i çàëåæèòü âiä
óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò, óçàãàëüíåíèõ øâèäêîñòåé i ÷àñó. ßêùî
êðiì ïîòåíöiàëüíî¨ ñèëè â ñèñòåìi ïðèñóòíÿ ñèëà òåðòÿ, ÿêà ïðî-
ïîðöiéíà äî øâèäêîñòi ðóõó êîæíî¨ ÷àñòèíêè Ffi = −kivi, òî
ðiâíÿííÿ Ëà ðàíæà II ðîäó çàïèøóòüñÿ ó âèãëÿäi

d

dt

∂T

∂q̇α
− ∂T

∂qα
= − ∂D

∂q̇α
,

äå ki � êîåôiöi¹íò òåðòÿ, âåëè÷èíà D =
N∑
i=1

ki
v2i
2
íàçèâà¹òüñÿ äè-

ñèïàòèâíîþ ôóíêöi¹þ Ðåëåÿ, ÿêà ðiâíà ïîëîâèíi ðîáîòè çà îäè-
íèöþ ÷àñó, ùî âèêîíóþòü ñèëè òåðòÿ íàä ñèñòåìîþ.

Çàäà÷à 4.1. Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ Ëà ðàíæà ïåðøîãî ðîäó i
çíàéòè ñèëó ðåàêöi¨ â'ÿçi äëÿ êóëüêè ìàñîþ m, ùî êîâçà¹ ïî
äðîòèíi, ÿêà ìà¹ ôîðìó ïàðàáîëè y = kx2.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ Ëà ðàíæà I ðîäó ç óðàõóâà-
ííÿì òîãî, ùî ñèëà çåìíîãî òÿæiííÿ ñïðÿìîâàíà ó âiä'¹ìíîìó
íàïðÿìêó îñi y

mr̈ = mg + λ∇f,

äå g = −gj � ïðèñêîðåííÿ çåìíîãî òÿæiííÿ. Ðiâíÿííÿ íà â'ÿçi
ìà¹ âèãëÿä

f = y − x2.
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�ðàäi¹íò âiä f äîðiâíþ¹

∇f = −2kxi+ j.

Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ Ëà ðàíæà I ðîäó ó âèãëÿäi

mẍ = −2λkx,

mÿ = −mg + λ,

y − kx2 = 0.

Çíàéäåìî λ. Âiä òðåòüîãî ðiâíÿííÿ âiçüìåìî äðóãó ïîõiäíó çà
÷àñîì

ÿ = 2k(ẋ2 + xẍ).

Ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ïiäñòàâèìî ñþäè ẍ é îòðèìà¹ìî

ÿ = 2k

(
ẋ2 − 2kλ

m
x2
)
.

Òåïåð ÿ ïiäñòàâèìî â äðóãå ðiâíÿííÿ. Ó ðåçóëüòàòi áóäåìî ìàòè

2mkẋ2 − 4k2λx2 = −mg + λ.

Çâiäñè îòðèìó¹ìî λ

λ = m
2kẋ2 + g

1 + 4k2x2
= m

2kẋ2 + g

1 + 4ky
.

Ó ðåçóëüòàòi ñèëà ðåàêöi¨ â'ÿçi çàïèøåòüñÿ

R = λ∇f = m
2kẋ2 + g

1 + 4ky
(−2kxi+ j) .
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Çàäà÷à 4.2. Çàïèñàòè ëà ðàíæiàí òà âiäïîâiäíi ðiâíÿííÿ Ëà-
 ðàíæà II ðîäó äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿòíèêà ìàñè m, äîâæèíè
l, ÿêùî òî÷êà ïiäâiñó çäiéñíþ¹

1. ðiâíîìiðíèé ðóõ ïî êîëó ðàäióñà a ç ÷àñòîòîþ ω;

2. ãîðèçîíòàëüíi êîëèâàííÿ çà çàêîíîì x = a cosωt;

3. âåðòèêàëüíi êîëèâàííÿ çà çàêîíîì y = a cosωt.

Ðîçâ'ÿçîê.

1. Âèáåðåìî ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ùîá ïî÷àòîê êîîðäèíàò
çíàõîäèâñÿ â öåíòði êîëà, ïî ÿêîìó òî÷êà ïiäâiñó ìàÿòíè-
êà çäiéñíþ¹ ðóõ, à âiñü îðäèíàò ñïðÿìó¹ìî äîíèçó. Íà ìà-
ÿòíèê íàêëàäåíî â'ÿçü, òîìó äîñòàòíüî îäíi¹¨ óçàãàëüíå-
íî¨ êîîðäèíàòè φ (êóò âiäõèëåííÿ ìàÿòíèêà âiä âåðòèêàëi),
ùîá îïèñàòè éîãî ðóõ. Áóäåìî ââàæàòè, ùî â ïî÷àòêîâèé
ìîìåíò ÷àñó òî÷êà ïiäâiñó ìàëà êîîðäèíàòè (a, 0), òîäi â
äîâiëüíèé ìîìåíò ÷àñó êîîðäèíàòè ìàÿòíèêà îïèñóþòüñÿ
òàêèìè ôîðìóëàìè

x = a cosωt+ l sinφ, y = −a sinωt+ l cosφ.

Êiíåòè÷íà i ïîòåíöiàëüíà åíåðãi¨ íàáóäóòü âèãëÿäó

T =
m

2

(
ẋ2 + ẏ2

)
=

=
ml2φ̇2

2
+
ma2ω2

2
+maωlφ̇ sin (φ− ωt) ,

U = mg(a+ l)−mgy =

= mg(a+ l)−mg(l cosφ− a sinωt).

Òóò ìè âðàõóâàëè, ùî ïîõiäíi âiä êîîðäèíàò ìàÿòíèêà çà
÷àñîì äîðiâíþþòü

ẋ = −aω sinωt+ lφ̇ cosφ, ẏ = −aω cosωt− lφ̇ sinφ.
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a

m

x

y

g

l

Òàêèì ÷èíîì, ëà ðàíæiàí ñèñòåìè ìà¹ âèãëÿä

L =
ml2φ̇2

2
+
ma2ω2

2
+maωlφ̇ sin (φ− ωt) +

+mg(l cosφ− a sinωt)−mg(a+ l).

Çâiäñè

d

dt

∂L

∂φ̇
= ml2φ̈+maωl (φ̇− ω) cos (φ− ωt)

∂L

∂φ
= maωlφ̇ cos(φ− ωt)−mgl sinφ.

Ðiâíÿííÿ Ëà ðàíæà II ðîäó íàáóäå âèãëÿäó

φ̈− a

l
ω2 cos (φ− ωt) +

g

l
sinφ = 0.
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2. Ó öüîìó âèïàäêó êîîðäèíàòè ìàÿòíèêà ¹ òàêèìè

x = a cosωt+ l sinφ, y = l cosφ.

Òîäi ëà ðàíæiàí òàêîãî ìàÿòíèêà äîðiâíþ¹

L =
ml2φ̇2

2
+
ma2ω2

2
sin2 ωt−

−maωlφ̇ cosφ sinωt−mgl (1− cosφ) .

Ðiâíÿííÿ Ëà ðàíæà II ðîäó íàáóäå âèãëÿäó

φ̈− a

l
ω2 cosφ cosωt+

g

l
sinφ = 0.

3. Òóò êîîðäèíàòè ìàÿòíèêà ¹ òàêèìè

x = l sinφ, y = a cosωt+ l cosφ.

Òîäi ëà ðàíæiàí òàêîãî ìàÿòíèêà äîðiâíþ¹

L =
ml2φ̇2

2
+
ma2ω2

2
sin2 ωt+maωlφ̇ sinφ sinωt+

+mg(l cosφ+ a cosωt)−mg(a+ l).

Ðiâíÿííÿ Ëà ðàíæà II ðîäó íàáóäå âèãëÿäó

φ̈+
a

l
ω2 sinφ cosωt+

g

l
sinφ = 0.

Çàäà÷à 4.3. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ Ëà ðàíæà II ðîäó, çà-
ïèñàòè ðiâíÿííÿ ðóõó øíóðêà äîâæèíîþ l, ÿêèé ïiä äi¹þ ñèëè
òÿæiííÿ g i áåç òåðòÿ çiñêîâçó¹ ç ãîðèçîíòàëüíîãî ñòîëà. Ââà-
æàòè, ùî â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó ÷àñòèíà øíóðêà äîâæèíîþ
l0 < l çâèñà¹ çi ñòîëó i ¹ ó ñòàíi ñïîêîþ.
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Ðîçâ'ÿçîê. Ñïðÿìó¹ìî âiñü îðäèíàò âiä êðàþ ñòîëó äîíèçó.

y

0

g

Òàêà ñèñòåìà ìà¹ îäèí ñòóïiíü âiëüíîñòi � íàïðÿìîê çiñêîâçóâà-
ííÿ øíóðêà, ÿêèé çàäà¹òüñÿ óçàãàëüíåíîþ êîîðäèíàòîþ y. Íàñ
áóäå öiêàâèòè, çà ÿêèì çàêîíîì çiñêîâçó¹ êiíåöü øíóðêà. Éîãî
êiíåòè÷íà i ïîòåíöiàëüíà åíåðãi¨ ìàþòü âèãëÿä

T =
mẏ2

2
, U = mg

(
l − y2

l

)
.

Òóò âðàõîâàíî, ùî âíåñîê ó çìiíó ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ øíóðêà
äà¹ ëèøå òà ÷àñòèíà, ÿêà çâèñà¹. Ëà ðàíæiàí òàêî¨ ñèñòåìè áóäå

L =
mẏ2

2
−mg

(
l − y2

l

)
.

Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ Ëà ðàíæà II ðîäó

d

dt

∂L

∂ẏ
− ∂L

∂y
= 0.

Âðàõîâóþ÷è, ùî

∂L

∂ẏ
= mẏ,

∂L

∂y
= 2mg

y

l
,
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îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ ðóõó øíóðêà

ÿ − 2g
y

l
= 0.

Îòðèìàíå ðiâíÿííÿ ¹ ëiíiéíèì îäíîðiäíèì äèôåðåíöiéíèì ðiâ-
íÿííÿì äðóãîãî ïîðÿäêó. Éîãî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ ìà¹
âèãëÿä

β2 =
2g

l
.

Êîðåíi öüîãî ðiâíÿíÿ

β± = ±
√

2g

l

äîçâîëÿþòü çàïèñàòè çàãàëüíèé ðîç'ÿçîê

y = C+ exp

(√
2g

l
t

)
+ C− exp

(
−
√

2g

l
t

)
,

äå C± � êîíñòàíòè iíòå ðóâàííÿ, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ ç ïî÷àòêî-
âèõ óìîâ. Âðàõîâóþ÷è, ùî â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó øâèäêiñòü
øíóðêà áóëà ðiâíà íóëþ, ẏ(t = 0) = 0, îòðèìà¹ìî

C+ − C− = 0.

Iíøà ïî÷àòêîâà óìîâà, ÿêà çàäà¹ äîâæèíó ÷àñòèíè øíóðêà, ùî
çâèñà¹ çi ñòîëó â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó y(t = 0) = l0, äàñòü
äðóãå ðiâíÿííÿ äëÿ êîíñòàíò

C+ + C− = l0.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è öi ðiâíÿííÿ, îòðèìà¹ìî, ùî

C+ = C− =
l0
2
.

Îñòàòî÷íî çàêîí ðóõó øíóðêà íàáóäå âèãëÿäó

y =
l0
2

[
exp

(√
2g

l
t

)
+ exp

(
−
√

2g

l
t

)]
= l0 cosh

(√
2g

l
t

)
.
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Ãàìiëüòîíîâèé ôîðìàëiçì îïåðó¹ òàêèìè íåçàëåæíèìè çìiííè-
ìè, ÿê óçàãàëüíåíi êîîðäèíàòè qα i óçàãàëüíåíi iìïóëüñè pα. Ïå-
ðåõiä äî ãàìiëüòîíîâîãî ôîðìàëiçìó çäiéñíþ¹òüñÿ ïåðåòâîðåí-
íÿì Ëåæàíäðà ôóíêöi¨ Ëà ðàíæà L:

d

(∑
α

pαq̇α − L

)
=
∑
α

q̇αdpα −
∑
α

ṗαdqα − ∂L

∂t
dt,

äå

H =
∑
α

pαq̇α − L

� ôóíêöiÿ Ãàìiëüòîíà (ãàìiëüòîíiàí), ùî çàëåæèòü âiä çìií-
íèõ qα, pα i âèçíà÷à¹ ïîâíó åíåðãiþ ñèñòåìè. Ïåðåõiä âiä óçà-
ãàëüíåíèõ øâèäêîñòåé äî óçàãàëüíåíèõ iìïóëüñiâ çäiéñíþþòü çà
äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåííÿ

pα =
∂L

∂q̇α
.

Ç ïåðåòâîðåííÿ Ëåæàíäðà ôóíêöi¨ Ëà ðàíæà âèïëèâà¹ íàáið ðiâ-
íÿíü ðóõó

q̇α =
∂H

∂pα
, ṗα = −∂H

∂qα
.

Öi ðiâíÿííÿ íàçèâàþòü êàíîíi÷íèìè ðiâíÿííÿìè Ãàìiëüòîíà. �õ
¹ 2n ðiâíÿíü, äå n � êiëüêiñòü ñòóïåíiâ âiëüíîñòi ñèñòåìè.

Çà äîïîìîãîþ êàíîíi÷íèõ ðiâíÿíü Ãàìiëüòîíà ëåãêî îòðèìàòè
ðiâíÿííÿ ðóõó äëÿ ôóíêöi¨ f(q1, . . . , qn, p1, . . . , qn, t), ÿêà õàðàêòå-
ðèçó¹ ïåâíó ìåõàíi÷íó ñèñòåìó, ùî îïèñó¹òüñÿ ãàìiëüòîíiàíîì
H. Îòæå, ñêîðèñòàâøèñü êàíîíi÷íèìè ðiâíÿííÿìè Ãàìiëüòîíà,
îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ, ÿêå îïèñó¹ çìiíó ç ÷àñîì ôóíêöi¨ f , ó âè-
ãëÿäi

df

dt
=
∂f

∂t
+ {f,H} ,



46 5. Ãàìiëüòîíîâèé ôîðìàëiçì ìåõàíiêè

äå {f,H} � äóæêè Ïóàññîíà, ÿêi îçíà÷àþòüñÿ òàê:

{f, g} =
n∑

α=1

(
∂f

∂qα

∂g

∂pα
− ∂f

∂pα

∂g

∂qα

)
.

Çàóâàæèìî, ÿêùî âåëè÷èíà f ÿâíèì ÷èíîì íå çàëåæèòü âiä ÷àñó
i äóæêà Ïóàññîíà {f,H} = 0, òî f ¹ iíòå ðàëîì ðóõó.

Äóæêè Ïóàññîíà çàäîâîëüíÿþòü òàêi âëàñòèâîñòi:

1. {f, g} = −{g, f};

2. {f, c} = 0, äå c � êîíñòàíòà;

3. {c1f + c2g, h} = c1 {f, h}+ c2 {g, h}, äå c1 i c2 � êîíñòàíòè;

4. {f, gh} = g {f, h}+ h {f, g};

5. ∂
∂t {f, g} =

{
∂f
∂t , g

}
+
{
f, ∂g∂t

}
;

6. {f, {g, h}}+{g, {h, f}}+{h, {f, g}} = 0 � òîòîæíiñòü ßêîái.

Ëåãêî ðîçðàõóâàòè äóæêè Ïóàññîíà äëÿ óçàãàëüíåíèõ êîîð-
äèíàò òà iìïóëüñiâ

{qα, qβ} = 0, {pα, pβ} = 0, {qα, pβ} = δαβ.

Öi äóæêè Ïóàññîíà íàçèâàþòüñÿ ôóíäàìåíòàëüíèìè.
Ïåðåòâîðåííÿ âiä íàáîðó îäíèõ óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò òà

iìïóëüñiâ (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) äî iíøèõ (Q1, . . . , Qn, P1, . . . , Pn),
çà ÿêèõ êàíîíi÷íi ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà i ôóíäàìåíòàëüíi äóæêè
Ïóàññîíà íå çìiíþþòü ñâî¹¨ ôîðìè, íàçèâàþòüñÿ êàíîíi÷íèìè.
Êàíîíi÷íi ïåðåòâîðåííÿ ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç òâiðíi ôóíêöi¨ Fi.
Çàëåæíî âiä âèãëÿäó òâiðíî¨ ôóíêöi¨ áóäåìî ìàòè òàêi íàáîðè
êàíîíi÷íèõ ïåðåòâîðåíü:

1. pα =
∂F1

∂qα
, Pα = − ∂F1

∂Qα
, H ′ = H +

∂F1

∂t
;
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2. pα =
∂F2

∂qα
, Qα =

∂F2

∂Pα
, H ′ = H +

∂F2

∂t
;

3. qα = −∂F3

∂pα
, Pα = − ∂F3

∂Qα
, H ′ = H +

∂F3

∂t
;

4. qα = −∂F4

∂pα
, Qα =

∂F4

∂Pα
, H ′ = H +

∂F4

∂t
.

Òóò H ′ � ãàìiëüòîíiàí, çàïèñàíèé ó íîâèõ çìiííèõ. Âàðòî çàóâà-
æèòè, ùî ïåðåõiä âiä íàáîðó îäíèõ êàíîíi÷íèõ ïåðåòâîðåíü äî
iíøèõ çäiéñíþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü Ëåæàíäðà.

Çàäà÷à 5.1. Ïîáóäóâàòè ëà ðàíæiàí, ãàìiëüòîíiàí òà çàïè-
ñàòè êàíîíi÷íi ðiâíÿííÿ ðóõó äëÿ ïîäâiéíîãî ìàòåìàòè÷íîãî ìà-
ÿòíèêà.

Ðîçâ'ÿçîê. Òàêèé ìàÿòíèê ìà¹ äâà ñòóïåíÿ âiëüíîñòi, ÿêi ïî-
çíà÷èìî φ1, φ2 � öå êóòè âiäõèëåííÿ îäíi¹¨ i äðóãî¨ ëàíîê ìàÿ-
òíèêà âiä âåðòèêàëi.

m2

2

x

y

g

l2

1 l1

m1
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Êîîðäèíàòè ïåðøî¨ i äðóãî¨ êóëüêè çàïèøóòüñÿ ÷åðåç öi êóòè
òàêèì ÷èíîì

x1 = l1 sinφ1, y1 = l1 cosφ1,

x2 = l1 sinφ1 + l2 sinφ2, y2 = l1 cosφ1 + l2 cosφ2.

Êiíåòè÷íà i ïîòåíöiàëüíi åíåðãi¨ áóäóòü ìàòè âèãëÿä

T =
m1

2

(
ẋ21 + ẏ21

)
+
m2

2

(
ẋ22 + ẏ22

)
=

=
1

2
(m1 +m2)l

2
1φ̇

2
1 +

1

2
m2l

2
2φ̇

2
2 +m2l1l2φ̇1φ̇2 cos(φ1 − φ2),

U = m1g(l1 − y1) +m2g(l1 + l2 − y2) =

= (m1 +m2)gl1(1− cosφ1) +m2gl2(1− cosφ2).

Çâiäñè îòðèìó¹ìî ëà ðàíæiàí

L = T − U =
1

2
(m1 +m2)l

2
1φ̇

2
1 +

+
1

2
m2l

2
2φ̇

2
2 +m2l1l2φ̇1φ̇2 cos(φ1 − φ2)−

− (m1 +m2)gl1(1− cosφ1)−m2gl2(1− cosφ2).

Óçàãàëüíåíi iìïóëüñè íàáóäóòü òàêîãî âèãëÿäó:

p1 =
∂L

∂φ̇1
= (m1 +m2)l

2
1φ̇1 +m2l1l2φ̇2 cos (φ1 − φ2) ,

p2 =
∂L

∂φ̇2
= m2l

2
2φ̇2 +m2l1l2φ̇1 cos (φ1 − φ2) .

Ðîçâ'ÿçóþ÷è öþ ñèñòåìó ðiâíÿíü âiäíîñíî óçàãàëüíåíèõ øâèäêî-
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ñòåé φ̇1 i φ̇2, îòðèìà¹ìî

φ̇1 =
1

m1 +m2 sin
2(φ1 − φ2)

1

l21

(
p1 − p2

l1
l2

cos(φ1 − φ2)

)
,

φ̇2 =
1

m1 +m2 sin
2(φ1 − φ2)

m1 +m2

m2l22
×

×
(
p2 − p1

m2

m1 +m2

l2
l1

cos(φ1 − φ2)

)
.

Òåïåð çàïèøåìî ãàìiëüòîíiàí

H = p1φ̇1 + p2φ̇2 − L =
1

2
(m1 +m2)l

2
1φ̇

2
1 +

+
1

2
m2l

2
2φ̇

2
2 +m2l1l2φ̇1φ̇2 cos(φ1 − φ2) +

+ (m1 +m2)gl1(1− cosφ1) +m2gl2(1− cosφ2).

Ïiäñòàâëÿþ÷è ñþäè óçàãàëüíåíi øâèäêîñòi, âèðàæåíi ÷åðåç óçà-
ãàëüíåíi iìïóëüñè, îòðèìà¹ìî

H =
m1 +m2

m1 +m2 sin
2(φ1 − φ2)

×

×
[
1

2

p21
(m1 +m2)l21

+
1

2

p22
m2l22

− p1p2
(m1 +m2)l1l2

cos(φ1 − φ2)

]
+

+ (m1 +m2)gl1(1− cosφ1) +m2gl2(1− cosφ2).

Îñêiëüêè â íàñ ¹ äâi óçàãàëüíåíi êîîðäèíàòè, òî ìàòèìåìî ÷îòè-
ðè êàíîíi÷íèõ ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà

φ̇1 =
∂H

∂p1
, φ̇2 =

∂H

∂p2
,

ṗ1 = − ∂H

∂φ1
, ṗ2 = − ∂H

∂φ2
,
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äå ïîõiäíi ìàþòü âèãëÿä

∂H

∂p1
=

1

m1 +m2 sin
2(φ1 − φ2)

(
p1
l21

− p2
l1l2

cos(φ1 − φ2)

)
,

∂H

∂p2
=

m1 +m2

m1 +m2 sin
2(φ1 − φ2)

×

×
(

p2
m2l22

− p1
(m1 +m2)l1l2

cos(φ1 − φ2)

)
,

∂H

∂φ1
= − sin 2 (φ1 − φ2)(

m1 +m2 sin
2 (φ1 − φ2)

)2 ×

×
[
m2p

2
1

2l21
+

(m1 +m2)p22

2l22
− m2p1p2

l1l2
cos (φ1 − φ2)

]
+

+
p1p2 sin (φ1 − φ2)(

m1 +m2 sin
2 (φ1 − φ2)

)
l1l2

+ (m1 +m2)gl1 sinφ1,

∂H

∂φ2
=

sin 2 (φ1 − φ2)(
m1 +m2 sin

2 (φ1 − φ2)
)2 ×

×
[
m2p

2
1

2l21
+

(m1 +m2)p
2
2

2l22
− m2p1p2

l1l2
cos (φ1 − φ2)

]
−

− p1p2 sin (φ1 − φ2)(
m1 +m2 sin

2 (φ1 − φ2)
)
l1l2

+m2gl2 sinφ2.

Çàäà÷à 5.2. Ïåðåêîíàòèñÿ, ùî äóæêà Ïóàññîíà âiä äâîõ ií-
òå ðàëiâ ðóõó òåæ ¹ iíòå ðàëîì ðóõó.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé â íàñ ¹ äâi âåëè÷èíè A i B, ÿêi ¹ iíòå ðàëàìè
ðóõó äëÿ ñèñòåìè, ùî îïèñó¹òüñÿ ãàìiëüòîíiàíîì H. Öå îçíà÷à¹,
ùî äóæêè Ïóàññîíà öèõ âåëè÷èí iç çàäàíèì ãàìiëüòîíiàíîì ðiâíi
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íóëåâi

{A,H} = 0, {B,H} = 0.

Ïåðåêîíàéìîñÿ, ùî é äóæêà Ïóàñîííà {A,B} ¹ iíòå ðàëîì ðóõó,
òîáòî, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

{{A,B} , H} = 0.

Äëÿ âåëè÷èí A, B é H çàïèøåìî òîòîæíiñòü ßêîái:

{{A,B} , H}+ {{H,A} , B}+ {{B,H} , A} = 0.

Ïåðåïèøåìî ¨¨ òàê:

{{A,B} , H} = −{{H,A} , B} − {{B,H} , A} .

Ó ïðàâié ñòîðîíi öi¹¨ ðiâíîñòi ¹ äóæêè Ïóàññîíà ìiæ âåëè÷èíàìè
A, B i ãàìiëüòîíiàíîì, ÿêi ðiâíi íóëåâi. Òîäi îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü

{{A,B} , H} = 0,

ÿêà îçíà÷à¹, ùî äóæêà Ïóàññîíà âiä äâîõ iíòå ðàëiâ ðóõó òåæ ¹
iíòå ðàëîì ðóõó.

Çàäà÷à 5.3. Âèêîðèñòîâóþ÷è äóæêè Ïóàññîíà, çíàéòè ðiâ-
íÿííÿ ðóõó äëÿ ñèñòåìè, ùî îïèñó¹òüñÿ ãàìiëüòîíiàíîì

H =
p2

2m
+
mω2x2

2
.

Ââàæàòè, ùî â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó ñèñòåìà ìàëà êîîðäèíà-
òó x(t = 0) = x0 i øâèäêiñòü v(t = 0) = v0.

Ðîçâ'ÿçîê. Áåðó÷è äî óâàãè, ùî ∂f
∂t = 0, ðiâíÿííÿ ðóõó äëÿ x

çàïèøåìî ó âèãëÿäi

dx

dt
= {x,H} .
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Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi äóæîê Ïóàññîíà i ôóíäàìåíòàëüíi
äóæêè Ïóàññîíà, ðîçðàõó¹ìî ïðàâó ñòîðîíó öüîãî ðiâíÿííÿ

{x,H} =

{
x,

p2

2m
+
mω2x2

2

}
=

1

2m

{
x, p2

}
+
mω2

2

{
x, x2

}
=

=
p

m
{x, p}+mω2x {x, x} =

p

m
.

Òåïåð ðiâíÿííÿ ðóõó ïåðåïèøåòüñÿ òàê

dx

dt
=

p

m
.

Ïðîòå â ïðàâié ñòîðîíi öüîãî ðiâíÿííÿ ìiñòèòüñÿ iìïóëüñ p, ÿêèé
òàêîæ çàëåæèòü âiä ÷àñó. Çàïèøåìî äëÿ íüîãî ðiâíÿííÿ ðóõó

dp

dt
= {p,H} .

Òóò äóæêà Ïóàññîíà iìïóëüñó ç ãàìiëüòîíiàíîì ìà¹ âèãëÿä

{p,H} =

{
p,
p2

2m
+
mω2x2

2

}
=

1

2m

{
p, p2

}
+
mω2

2

{
p, x2

}
=

=
p

m
{p, p}+mω2x {p, x} = −mω2x.

Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî ñèñòåìó iç äâîõ äèôåðåíöiéíèõ ðiâíÿíü

dx

dt
=

p

m
,

dp

dt
= −mω2x.

Âiçüìåìî ïîõiäíó çà ÷àñîì âiä ïåðøîãî ðiâíÿííÿ é îòðèìà¹ìî

d2x

dt2
− 1

m

dp

dt
= 0.

Òåïåð, ïiäñòàâèâøè ñþäè äðóãå ðiâíÿííÿ, áóäåìî ìàòè

d2x

dt2
+ ω2x = 0.
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Éîãî ðîçâ'ÿçîê çàïèøåìî ó âèãëÿäi

x = A sin(ωt+ φ),

äå A i φ � êîíñòàíòè iíòå ðóâàííÿ, ÿêi øóêàþòüñÿ ç ïî÷àòêîâèõ
óìîâ. Âðàõîâóþ÷è, ùî â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó x(t = 0) = x0 i
øâèäêiñòü v(t = 0) = v0, îòðèìà¹ìî äâà òàêèõ ðiâíÿííÿ

A sinφ = x0, Aω cosφ = v0.

Çâiäñè çíàõîäèìî A i φ:

A =

√(v0
ω

)2
+ x20, φ = arctan

(
ωx0
v0

)
.

Çàäà÷à 5.4. Äî ãàìiëüòîíiàíà

H =
p2

2m
+
mω2q2

2

çàñòîñîâóþòü êàíîíi÷íå ïåðåòâîðåííÿ, ùî îïèñó¹òüñÿ òâiðíîþ
ôóíêöi¹þ

F1(q,Q) =
1

2
mωq2 cotQ.

Çíàéòè:

1. H(P,Q);

2. òâiðíó ôóíêöiþ F2(q, P ), ÿêà âåäå äî òîãî ñàìîãî êàíîíi-
÷íîãî ïåðåòâîðåííÿ.

Ðîçâ'ÿçîê.

1. Íàì ïîòðiáíî ïåðåéòè âiä íàáîðó çìiííèõ {q, p} äî çìiííèõ
{Q,P}. Ç öi¹þ ìåòîþ ñêîðèñòà¹ìîñÿ òàêèìè êàíîíi÷íèìè
ïåðåòâîðåííÿìè:

p =
∂F1

∂q
, P = −∂F1

∂Q
, H ′ = H +

∂F1

∂t
.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàç äëÿ F1(q,Q), ëåãêî îòðèìàòè ñïiâ-
âiäíîøåííÿ

p = mωq cotQ, P =
1

2
mωq2

1

sin2Q
.

Iç öèõ ñïiââiäíîøåíü çíàõîäèìî çìiííi q, p ÿê ôóíêöi¨ âiä
Q,P :

q =

√
2P

mω
sinQ, p =

√
2mωP cosQ.

Ïiäñòàâëÿþ÷è öi çíà÷åííÿ â ãàìiëüòîíiàí ç óðàõóâàííÿì

òîãî, ùî
∂F1

∂t
= 0, îòðèìà¹ìî

H(P,Q) = ωP.

2. Ùîá çíàéòè âèãëÿä òâiðíî¨ ôóíêöi¨ F2(q, P ), ñêîðèñòà¹ìîñÿ
íàáîðîì êàíîíi÷íèõ ïåðåòâîðåíü

p =
∂F2

∂q
, Q =

∂F2

∂P
.

Òâiðíà ôóíêöiÿ F2(q, P ) çàëåæèòü âiä çìiííèõ {q, P}, òîìó
íàì ïîòðiáíî âèðàçèòè çìiííi {p,Q} ÷åðåç {q, P}. Ç öi¹þ ìå-
òîþ âèêîðèñòà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ íàáîðàìè çìiííèõ,
ÿêi ìè îòðèìàëè â ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi äëÿ òâiðíî¨ ôóíêöi¨
F1(q,Q). Ó ðåçóëüòàòi ìàòèìåìî

p =
√
mω
√
2P −mωq2, Q = arcsin

√
mωq2

2P
.

Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

∂F2

∂q
=

√
mω
√
2P −mωq2,

∂F2

∂P
= arcsin

√
mωq2

2P
.
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Ïðîiíòå ðó¹ìî äðóãå ðiâíÿííÿ

F2 =

∫
arcsin

√
mωq2

2P
dP + C(q),

äå C(q) � ôóíêöiÿ, ÿêà ìîæå çàëåæàòè âiä q. Âiçüìåìî öåé
iíòå ðàë ÷àñòèíàìè. Ââåäåìî òàêó çàìiíó çìiííèõ

u = arcsin

√
mωq2

2P
, du = − 1

2P

√
mωq2

2P −mωq2
dP,

dv = dP, v = P.

Òîäi

F2 =

∫
arcsin

√
mωq2

2P
dP + C(q) =

= P arcsin

√
mωq2

2P
+

√
mωq2

2

∫
dP√

2P −mωq2
+ C(q) =

= P arcsin

√
mωq2

2P
+

1

2

√
mωq2

√
2P −mωq2 + C(q).

Ùîá çíàéòè C(q), îòðèìàíèé âèðàç ïiäñòàâèìî â ïåðøå ðiâ-
íÿííÿ. Ïiñëÿ ñïðîùåíü îòðèìà¹ìî, ùî

dC(q)

dq
= 0.

Âðàõîâóþ÷è, ùî òâiðíà ôóíêöiÿ âèçíà÷åíà ç òî÷íiñòþ äî
êîíñòàíòè, ïîêëàäà¹ìî C(q) = 0. Ó ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî

F2 = P arcsin

√
mωq2

2P
+

1

2

√
mωq2

√
2P −mωq2.
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Ðîçãëÿíåìî îäíîâèìiðíó ñèñòåìó, ùî çäiéñíþ¹ âiëüíi êîëèâàí-
íÿ. Íåõàé ïîëîæåííÿ ñèñòåìè çàäà¹ êîîðäèíàòà q. Êîëèâàííÿ
âiäáóâàþòüñÿ íàâêîëî ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ç êîîðäèíàòîþ q0.
Ëà ðàíæiàí òàêî¨ ñèñòåìè ìà¹ âèãëÿä

L =
a(q)q̇2

2
− U(q).

Ââåäåìî êîîðäèíàòó x = q − q0, ÿêà çàäà¹ âiäõèëåííÿ ñèñòåìè
âiä ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè, i áóäåìî ââàæàòè, ùî òàêi âiäõèëåííÿ
¹ ìàëèìè. Ðîçêëàäåìî âèðàçè äëÿ êiíåòè÷íî¨ òà ïîòåíöiàëüíî¨
åíåðãié â ðÿä Òåéëîðà âiäíîñíî x i îáìåæèìîñÿ äîäàíêàìè, ïðî-
ïîðöiéíèìè x2. Òîäi êiíåòè÷íó åíåðãiþ ïåðåïèøåìî ó âèãëÿäi

T =
a(q0 + x)

2
ẋ2 =

1

2
(a(q0) + . . .)ẋ2 ≈ mẋ2

2
,

äå ç ðîçìiðíèõ ìiðêóâàíü m = a(q0) ¹ ìàñîþ ñèñòåìè. Ïîòåíöi-
àëüíà åíåðãiÿ ìà¹ òàêèé âèãëÿä

U(q) = U(q + x) = U(q0) +
dU(q)

dq

∣∣∣∣
q=q0

x+
d2U(q)

dq2

∣∣∣∣
q=q0

x2 + . . . ≈

≈ U(q0) +
kx2

2
.

Òóò ìè âðàõóâàëè óìîâè, ùî â òî÷öi ðiâíîâàãè ïîòåíöiàëüíà
åíåðãiÿ ìà¹ ìiíiìóì:

dU(q)

dq

∣∣∣∣
q=q0

= 0, k =
d2U(q)

dq2

∣∣∣∣
q=q0

> 0.

Òàêèì ÷èíîì, ëà ðàíæiàí ñèñòåìè ïðèéìå âèãëÿä

L =
mẋ2

2
− kx2

2
, k =

d2U(q)

dq2

∣∣∣∣
q=q0

.
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Öå ëà ðàíæiàí ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà, ðiâíÿííÿ ðóõó ÿêîãî
çàäà¹òüñÿ âèðàçîì

x = A cos(ωt+ φ),

äå ω =
√
k/m � ÷àñòîòà êîëèâàíü, A � àìïëiòóäà êîëèâàíü i φ

� ïî÷àòêîâà ôàçà êîëèâàíü.
Ó âèïàäêó, êîëè ñèñòåìà ïåðåáóâà¹ â ïîëi çîâíiøíiõ ñèë

Uext(q, t), ëà ðàíæiàí òàêî¨ ñèñòåìè áóäå ìàòè âèãëÿä

L =
a(q)q̇2

2
− U(q)− Uext(q, t).

Òîäi ó âèïàäêó ìàëèõ âiäõèëåíü

Uext(q, t) ≈ Uext(q0, t) +
dUext(q, t)

dq

∣∣∣∣
q=q0

x,

äå

dUext(q, t)

dq

∣∣∣∣
q=q0

̸= 0,
dUext(q, t)

dq

∣∣∣∣
q=q0

x≫ d2U(q, t)

dq2

∣∣∣∣
q=q0

x2.

Ó öüîìó âèïàäêó ëà ðàíæiàí i ðiâíÿííÿ ðóõó ¹ òàêèìè

L =
mẋ2

2
− kx2

2
+ Fext(t)x,

mẍ+ kx = Fext(t),

äå

Fext(t) = − dUext(q, t)

dq

∣∣∣∣
q=q0

ìà¹ çìiñò çîâíiøíüî¨ ñèëè. Äëÿ äîñëiäæåííÿ êîëèâàíü òàêî¨ ñè-
ñòåìè çðó÷íî ââåñòè íîâó çìiííó

ξ = ẋ+ iωx,
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ç ÿêîþ ðiâíÿííÿ ðóõó íàáóäå âèãëÿäó

ξ̇ − iωξ =
Fex(t)

m
.

Ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ çàïèøåìî ó âèãëÿäi

ξ =
eiωt

m

(∫ t

0
Fext(t)e

−iωt dt+ ξ0

)
.

Åíåðãiÿ îñöèëÿòîðà â çìiííi ξ çàïèøåòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

E =
mẋ2

2
+
kx2

2
=
m

2

(
ẋ2 + ω2x2

)
=

=
m

2
(ẋ+ iωx) (ẋ− iωx) =

m

2
ξξ∗ =

m

2
|ξ|2.

Ó âèïàäêó, êîëè ñèñòåìà ìà¹ s ñòóïåíiâ âiëüíîñòi, òî ¨¨ ëà-
 ðàíæiàí ¹ òàêèì

L =
1

2

s∑
i,j=1

(mij ẋiẋj − kijxixj) ,

äå xi � âiäõèëåííÿ ñèñòåìè âiä ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè çà îäíi¹þ ç
êîîðäèíàò. ×àñòîòè ìàëèõ êîëèâàíü ω òàêî¨ ñèñòåìè çíàõîäÿòüñÿ
ç óìîâè

det
∣∣kij − ω2mij

∣∣ = 0.

Çàäà÷à 6.1. Çíàéòè ÷àñòîòó ìàëèõ êîëèâàíü îäíîðiäíîãî ïî-
ïëàâêà ãóñòèíè ρ â ðiäèíi ç ãóñòèíîþ ρ0 > ρ, ÿêùî âií ìà¹ ôîðìó
êóëi ðàäióñà a.

Ðîçâ'ÿçîê. Êîëèâàííÿ ïîïëàâêà íà âîäi âiäáóâàþòüñÿ âçäîâæ
îäíîãî íàïðÿìêó, òîìó äîñòàòíüî îäíi¹¨ êîîðäèíàòè, ùîá îïèñàòè
òàêèé ðóõ. Ñïðÿìó¹ìî âiñü x çãîðè äîíèçó ÷åðåç öåíòð ïîïëàâ-
êà i çàäàìî ïî÷àòîê êîîðäèíàò â éîãî öåíòði. Íà ïîïëàâîê äi¹
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ñèëà Àðõiìåäà, ÿêà ñïðÿìîâàíà äîãîðè, i ñèëà òÿæiííÿ, ñïðÿìî-
âàíà äîíèçó. Êîëè ïîïëàâîê çíàõîäèòüñÿ â ñòàíi ñïîêîþ, òîáòî
ñèëà Àðõiìåäà çðiâíîâàæåíà ñèëîþ òÿæiííÿ, òî êîëèâàííÿ íå
âiäáóâàþòüñÿ. Ó öüîìó ïîëîæåííi ÷àñòèíà ïîïëàâêà áóäå çàíó-
ðåíà ó âîäó. Ïîçíà÷èìî âiäñòàíü âiä ïî÷àòêó êîîðäèíàò äî ðiâíÿ
çàíóðåííÿ ïîïëàâêà ó âîäó x0. Áóäåìî äîñëiäæóâàòè êîëèâàííÿ
íàâêîëî öüîãî ïîëîæåííÿ.

x

0

a

0

x0

FA

Fg

g

Âèçíà÷èìî ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ç óìîâè ðiâíîñòi ñèëè òÿæi-
ííÿ i ñèëè Àðõiìåäà

FA = Fg,

äå

FA = ρ0gV0

� ñèëà Àðõiìåäà, à

Fg =
4

3
πa3ρg
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� ñèëà òÿæiííÿ. Òóò V0 ¹ îá'¹ìîì ñåãìåíòà ïîïëàâêà, ùî çíàõî-
äèòüñÿ ïiä âîäîþ. Òàê ÿê ïîïëàâîê ¹ êóëåþ, òî öåé îá'¹ì âèçíà-
÷à¹òüñÿ òàêèì âèðàçîì:

V0 =
π

3
(a− x0)

2(3a− (a− x0)) =
π

3
(x30 − 3a2x0 + 2a3).

Ïiäñòàâëÿþ÷è öi âèðàçè â ðiâíiñòü äëÿ ñèë, îòðèìà¹ìî êóái÷íå
ðiâíÿííÿ íà x0:

x30 − 3a2x0 + 2a3
(
1− 2

ρ

ρ0

)
= 0.

Âîíî ìà¹ òàêèé ôiçè÷íèé ðîçâ'ÿçîê

x0 = 2a sin

(
1

3
arcsin

(
1− 2

ρ

ρ0

))
.

Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî ìè ëåãêî âiäòÿãíóëè ïîïëàâîê âçäîâæ
îñi x âiä ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè. Òîäi âií ïî÷íå çäiéñíþâàòè ìàëi
êîëèâàííÿ íàâêîëî òî÷êè x0. Çíàéäåìî ÷àñòîòó öèõ êîëèâàíü.
Äëÿ öüîãî çàïèøåìî ðåçóëüòóþ÷ó ñèëó F , ÿêà áóäå äiÿòè íà ïî-
ïëàâîê

F = Fg − FA.

Âðàõó¹ìî, ùî êîëè ïîïëàâîê çàíóðåíèé ó âîäó äî ðiâíÿ òî÷êè ç
êîîðäèíàòîþ x, òî ñèëà Àðõiìåäà áóäå ìàòè âèãëÿä

FA = ρ0g
π

3

(
x3 − 3a2x+ 2a3

)
.

Òîäi

F = −ρ0g
π

3

(
x3 − 3a2x+ 2a3

(
1− 2

ρ

ρ0

))
.

Ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ òàêî¨ ñèñòåìè îá÷èñëþ¹òüñÿ òàê:

U = −
∫
F dx = ρ0g

π

3

(
x4

4
− 3

2
a2x2 + 2a3

(
1− 2

ρ

ρ0

)
x

)
.
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Äðóãà ïîõiäíà âiä öüîãî âèðàçó â òî÷íi x0 ìà¹ òàêèé âèãëÿä

d2U(q)

dx2

∣∣∣∣
x=x0

= ρ0gπ
(
x20 − a2

)
.

Îòæå, ÷àñòîòà ìàëèõ êîëèâàíü ïîïëàâêà çàäà¹òüñÿ âèðàçîì

ω =

√√√√√ d2U(q)
dx2

∣∣∣
x=x0

4
3πa

3ρ
=

√
3

4

g

a3
ρ0
ρ

(
x20 − a2

)
.

Íàãàäà¹ìî, ùî

x0 = 2a sin

(
1

3
arcsin

(
1− 2

ρ

ρ0

))
.

Çàäà÷à 6.2. Çíàéòè ÷àñòîòè ìàëèõ êîëèâàíü åëåêòðè÷íîãî
êîíòóðà, çîáðàæåíîãî íà ðèñóíêó.

L1 L2

LC1 C2

Ðîçâ'ÿçîê. Âðàõóâàâøè çàêîí çáåðåæåííÿ çàðÿäó, à òàêîæ
åíåðãi¨ ìàãíiòíîãî ïîëÿ â êîòóøêàõ i åíåðãi¨, ÿêi íàêîïè÷óþòüñÿ
â êîíäåíñàòîðàõ, çàïèøåìî ëà ðàíæiàí L òàêî¨ ñèñòåìè

L =
L1

2
q̇1 +

L2

2
q̇2 +

L

2
(q̇1 + q̇2)

2 − q21
2C1

− q22
2C2

=

=
L+ L1

2
q̇1 +

L+ L2

2
q̇2 + Lq̇1q̇2 −

q21
2C1

− q22
2C2

,
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äå q1, q2 � çàðÿäè, ÿêi â êîíêðåòíèé ìîìåíò ÷àñó íàêîïè÷óþ-
òüñÿ ó âiäïîâiäíèõ äiëÿíêàõ êîëà. Òàêà ñèñòåìà ìà¹ äâà ñòóïåíi
âiëüíîñòi, q1 i q2. Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ ÷àñòîò ¨¨
ìàëèõ êîëèâàíü∣∣∣∣∣

1
C1

− (L+ L1)ω
2 −Lω2

−Lω2 1
C2

− (L+ L2)ω
2

∣∣∣∣∣ = 0.

Ðîçêðèâàþ÷è öåé âèçíà÷íèê, îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ(
AB − L2C1C2

)
ω4 − (A+B)ω2 + 1 = 0,

äå

A = (L+ L1)C1, B = (L+ L2)C2. (6.1)

Ðîçâ'ÿçóþ÷è éîãî âiäíîñíî ω, îòðèìà¹ìî äâi ÷àñòîòè ìàëèõ êî-
ëèâàíü

ω1,2 =

[
A+B ±

√
(A−B)2 + 4L2C1C2

2 (AB − L2C1C2)

]1/2
.

Çàäà÷à 6.3. Çíàéòè ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè äëÿ ìàÿòíèêà Êà-
ïiöè, ÿêùî òî÷êà ïiäâiñó çäiéñíþ¹ âåðòèêàëüíi êîëèâàííÿ çà çà-
êîíîì y = a cosωt, äå ω ≫

√
g/l. Ìàñà ìàÿòíèêà m, äîâæèíà

ìàÿòíèêà l.
Ðîçâ'ÿçîê.
Ïåðøèé ñïîñiá. Ðóõ òàêî¨ ñèñòåìè âiäáóâà¹òüñÿ ïiä äi¹þ

ñòàëîãî ïîëÿ U (â íàøîìó âèïàäêó  ðàâiòàöiéíîãî ïîëÿ) i ñèëè
F (t), ÿêà øâèäêî îñöèëþ¹ ç ÷àñîì. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó òàêó
ñèëó ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

F (t) = F1 cosωt+ F2 sinωt,



6. Ìàëi êîëèâàííÿ 63

äå F1 i F2 � ôóíêöi¨, ÿêi çàëåæàòü ëèøå âiä êîîðäèíàò. Áóäåìî
ââàæàòè, ùî ñèñòåìà ìà¹ òiëüêè îäèí ñòóïiíü âiëüíîñòi, i ïî-
çíà÷èìî éîãî êîîðäèíàòîþ x. Ðiâíÿííÿ ðóõó òàêî¨ ñèñòåìè ìà¹
âèãëÿä

mẍ = −dU
dx

+ F.

Ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ áóäå ìiñòèòè äîäàíîê X(t), ÿêèé ïî-
âiëüíî çìiíþ¹òüñÿ ç ÷àñîì, i äîäàíîê, ÿêèé âðàõîâó¹ îñöèëÿöi¨
ξ(t):

x(t) = X(t) + ξ(t).

Ïiäñòàâèìî x(t) â ðiâíÿííÿ ðóõó. Òîäi, ç òî÷íiñòþ äî ïåðøèõ
÷ëåíiâ çà ξ(t), îòðèìà¹ìî

mẌ +mξ̈ = − dU

dX
− d2U

dX2
ξ + F +

∂F

∂X
ξ.

Öå ðiâíÿííÿ ðîçáèâà¹òüñÿ íà äâà, ç ïëàâíèìè êîëèâàííÿìè i çi
øâèäêîîñöèëþþ÷èìè. Äëÿ øâèäêîîñöèëþþ÷èõ êîëèâàíü ðiâíÿ-
ííÿ íàáóäå âèãëÿäó

mξ̈ = F.

Äîäàíêè, ÿêi ìiñòÿòü ìíîæíèê ξ, � ìàëi âiäíîñíî ðåøòè îñöè-
ëþþ÷èõ ÷ëåíiâ, òîìó ìè ¨õ âiäêèíóëè. Iíòå ðóþ÷è öå ðiâíÿííÿ
äâi÷i çà ÷àñîì, îòðèìà¹ìî ðîçâ'ÿçîê äëÿ ξ:

ξ = − F

mω2
.

Òåïåð íàøå çàãàëüíå ðiâíÿííÿ ðóõó óñåðåäíèìî çà ÷àñîì. Îñêiëü-
êè ïåðøi ñòåïåíi F i ξ ìiñòÿòü øâèäêîîñöèëþþ÷i ãàðìîíi÷íi ôóí-
êöi¨, òî ñåðåäíi çíà÷åííÿ öèõ âåëè÷èí çà ïåðiîä 2π/ω ðiâíi íóëåâi.
Òàêèì ÷èíîì, îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

mẌ = − dU

dX
+
∂F

∂X
ξ.
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Ïiäñòàâèìî ðîçâ'ÿçîê äëÿ ξ:

mẌ = − dU

dX
− 1

mω2
F
∂F

∂X
.

Öå ðiâíÿííÿ ìiñòèòü òiëüêè çìiííó X. Çàíåñåìî F ïiä ïîõiäíó i
ïåðåïèøåìî éîãî ó âèãëÿäi

mẌ = −dUeff

dX
,

äå

Ueff = U +
1

2mω2
F 2.

Âðàõóâàâøè, ùî

F 2 =
ω

2π

∫ 2π/ω

0

(
F 2
1 cos2 ωt+ F 2

2 sin2 ωt+
1

2
F1F2 sin 2ωt

)
dt =

=
1

2

(
F 2
1 + F 2

2

)
,

äëÿ Ueff ìàòèìåìî

Ueff = U +
1

4mω2

(
F 2
1 + F 2

2

)
.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî

1

4mω2

(
F 2
1 + F 2

2

)
=
m

2
ξ̇2

¹ óñåðåäíåíîþ êiíåòè÷íîþ åíåðãi¹þ øâèäêîîñöèëþþ÷îãî ðóõó.
Ó íàøîìó âèïàäêó ñèëà F ìà¹ âèãëÿä [äèâ. ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

4.2 (3) íà ñòîð. 42]

F = −maω2 sinφ cosωt.
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Ç óðàõóâàííÿì

F1 = −maω2 sinφ, F2 = 0,

Ueff íàáóäå âèãëÿäó

Ueff = mg(l + a)−mgl cosφ+
ma2ω2

4
sin2 φ.

Ïåðøèé äîäàíîê íå çàëåæèòü âiä ÷àñó i íå âïëèâà¹ íà ïîâåäiíêó
ñèñòåìè. Âií âèçíà÷à¹ ïî÷àòîê âiäëiêó äëÿ âèìiðþâàííÿ ïîòåí-
öiàëüíî¨ åíåðãi¨, òîìó éîãî ìîæíà âiäêèíóòè. Òîäi

Ueff = mgl

(
− cosφ+

a2ω2

4gl
sin2 φ

)
.

Ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ìàÿòíèêà âiäïîâiäàþòü ìiíiìóìó öi¹¨ ôóí-
êöi¨. Äîñëiäèìî Ueff íà åêñòðåìóì. Âiçüìåìî ïåðøó ïîõiäíó çà φ
i ïðèðiâíÿ¹ìî ¨¨ äî íóëÿ

dUeff

dφ
= mgl

(
sinφ+

a2ω2

2gl
sinφ cosφ

)
= 0.

Çâiäñè ëåãêî çíàéòè äâi òî÷êè åêñòðåìóìó φ = 0, π. Òåïåð âiçüìå-
ìî äðóãó ïîõiäíó

d2Ueff

dφ2
= mgl

(
cosφ+

a2ω2

2gl

(
cos2 φ− sin2 φ

))
é îòðèìà¹ìî, ùî â òî÷öi φ = 0 ñèñòåìà ìà¹ çàâæäè ïîëîæåííÿ
ðiâíîâàãè, à â òî÷öi φ = π ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè âèíèêà¹ ïðè
óìîâi, êîëè a2ω2 > 2gl.

Äðóãèé ñïîñiá. Òåïåð äîñëiäèìî ïðîáëåìó â òîé ñïîñiá, ÿêèì
¨¨ ðîçâ'ÿçàâ Ï. Êàïiöà â 1951 ðîöi. Âií  ðóíòó¹òüñÿ íà àíàëiçi
ìîìåíòiâ ñèë, ÿêi âèíèêàþòü ó òàêié ñèñòåìi. Ðîçãëÿíåìî ïîâå-
äiíêó ìàÿòíèêà âiäíîñíî ñèñòåìè âiäëiêó, ÿêà ðóõà¹òüñÿ ðàçîì iç
òî÷êîþ ïiäâiñó. Îñi ñïðÿìó¹ìî â òèõ ñàìèõ íàïðÿìêàõ, ùî é ó
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âèïàäêó íåðóõîìî¨ ñèñòåìè âiäëiêó. Çà ðàõóíîê òîãî, ùî òî÷êà
ïiäâiñó ðóõà¹òüñÿ ç ïðèñêîðåííÿì ÿ = −aω2 cosωt = −ω2y, íà
ìàÿòíèê óçäîâæ îñi îðäèíàò áóäå äiÿòè ñèëà iíåðöi¨ Fin = −mÿ.
Íà ñèñòåìó äiþòü ñèëà òÿæiííÿ Fg = mg, ñèëà ðåàêöi¨ îïîðè ìà-
ÿòíèêà i âiäöåíòðîâà ñèëà. Äâi îñòàííi áóäóòü ñïðÿìîâàíi âçäîâæ
âiä'¹ìíîãî é äîäàòíîãî íàïðÿìêiâ îñi ìàÿòíèêà. Ïðîòå âîíè íàñ
íå öiêàâëÿòü, áî ¨õ ìîìåíòè ðiâíi íóëåâi. Ââåäåìî êóò φ′, ÿêèé çà-
äà¹ àáñîëþòíå âiäõèëåííÿ ìàÿòíèêà âiä îñi îðäèíàò ó êîíêðåòíèé
ìîìåíò ÷àñó, é êóò φ, ÿêèé ¹ óñåðåäíåíèì çà ïåðiîä îñöèëÿöié òî-
÷êè ïiäâiñó ìàÿòíèêà. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ (äèâ. ðèñ. íèæ÷å), ùî
öi êóòè ïîâ'ÿçàíi òàêèì ñïiââiäíîøåííÿì:

φ′ = φ− y

l
sinφ.

a

m

x

y

g

l

-a

'

'

Òåïåð çàïèøåìî ìîìåíòè ñèë òÿæiííÿ é iíåðöi¨

Mg = Fgl sinφ
′ = mgyl sinφ′,

Min = Finl sinφ
′ = −mÿl sinφ′ = mω2yl sinφ′.
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Ñêîðèñòàâøèñü ñïiââiäíîøåííÿì ìiæ êóòàìè φ′ i φ, à òàêîæ âðà-
õóâàâøè, ùî y

l sinφ� ìàëà âåëè÷èíà, ïåðåïèøåìî sinφ′ ó òàêîìó
âèãëÿäi

sinφ′ = sin
(
φ− y

l
sinφ

)
=

= sinφ cos
(y
l
sinφ

)
− cosφ sin

(y
l
sinφ

)
≈

≈ sinφ− y

2l
sin 2φ.

Òóò ìè âðàõóâàëè, ùî cos
(y
l sinφ

)
≈ 1 i sin

(y
l sinφ

)
≈ y

l sinφ.
Çàïèøåìî ìîìåíòè ñèë iç óðàõóâàííÿì öüîãî ñïiââiäíîøåííÿ:

Mg = mgl sinφ− 1

2
mgy sin 2φ,

Min = mω2yl sinφ− 1

2
mω2y2 sin 2φ.

Öi âèðàçè ìiñòÿòü øâèäêîîñöèëþþ÷i äîäàíêè ç y i y2. Óñåðåäíè-
ìî ¨õ çà ïåðiîäîì êîëèâàíü òî÷êè ïiäâiñó

Mg = mgl sinφ− 1

2
mgy sin 2φ,

Min = mω2yl sinφ− 1

2
mω2y2 sin 2φ.

Íàãàäà¹ìî, ùî y = a cos(ωt), òîäi y = 0, à y2 = a2 cos(ωt), òîìó
y2 = a2

2 . Çâiäñè îòðèìà¹ìî

Mg = mgl sinφ,

Min = −1

4
mω2a2 sin 2φ.

Îòæå, ìè îòðèìàëè óñåðåäíåíi ìîìåíòè ñèë, ÿêi äiþòü íà ìàÿ-
òíèê ó ïðîöåñi øâèäêèõ îñöèëÿöié òî÷êè ïiäâiñó. Ïðîàíàëiçó¹ìî
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íàïðÿìêè öèõ ìîìåíòiâ äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü êóòà φ. Âèäíî, ùî
ìîìåíò ñèëè òÿæiííÿ áóäå çàâæäè òÿãíóòè ìàÿòíèê äî íèæíüî¨
òî÷êè ðiâíîâàãè, à ìîìåíò ñèë iíåðöi¨ áóäå äiÿòè ïî-ðiçíîìó â
ðiçíèõ ïiâïëîùèíàõ. À ñàìå, â íèæíié ïiâïëîùèíi ìîìåíò ñèë
iíåðöi¨ áóäå òÿãíóòè ìàÿòíèê äîíèçó, à ó âåðõíié ïiâïëîùèíi �
äîãîðè (äèâ. ðèñóíîê).

x

y

  [0, /2]

  [ /2, ]

  [3 /2,2 ]

  [ ,3 /2]

Mg

Min

Mg

Min

Mg

Min

Mg

Min

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî ìàÿòíèê çíàõîäèòüñÿ ó âåðõíié ïiâïëîùè-
íi é ìîìåíò ñèë iíåðöi¨ ïåðåâàæà¹ ìîìåíò ñèë òÿæiííÿ
(Min > Mg), òî âèíèêà¹ âåðõí¹ ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè. Çíàéäå-
ìî óìîâó, çà ÿêî¨ âîíî ç'ÿâëÿ¹òüñÿ. Áóäåìî ââàæàòè, ùî êóò φ ¹
ìàëèì, òîäi ìîæíà çàïèñàòè, ùî

1

4
mω2a22φ > mglφ.

Çâiäñè âèïëèâà¹ óìîâà, ÿêà äîçâîëÿ¹ iñíóâàííÿ âåðõíüî¨ òî÷êè
ðiâíîâàãè ìàÿòíèêà:

a2ω2 > 2gl.
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