
7. Теорiя вiдносностi

У просторi Мiнковського положення свiтової точки задається
чотири-вектором координат xµ. Ми будемо розглядати простiр Мiн-
ковського, в якому контраварiантнi (з верхнiми iндексами) i ко-
варiантнi (з нижнiми iндексами) складовi чотири-вектора Aµ по-
в’язанi спiввiдношенням:

A0 “ A0, Ai “ ´Ai, i “ 1, 2, 3.

Якщо система вiдлiку K 1 рухається вiдносно K зi швидкiстю V

уздовж осi x, то при переходi вiд однiєї системи до iншої компоненти
чотири-вектора перетворюються за законом перетворення тензора
першого ранґу:

Aµ “ αµν pβqA
1 ν , A1 µ “ αµν p´βqA

ν , (7.1)

де маємо на увазi правило сум Айнштайна : за iндексами, що
повторюються двiчi (раз згори i раз знизу) вiдбувається пiдсумову-
вання вiд 0 до 3. Матриця перетворення

αµν pβq “

¨

˚

˚

˚

˝

γ βγ 0 0

βγ γ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‚

.

Тут введено скороченi позначення β “ V {c, γ “ p1´β2q´1{2. Перехо-
ди мiж контраварiантними i коварiантними складовими здiйснюєть
за допомогою метричного тензора gµν :

Aµ “ gµνA
ν , Aµ “ gµνAν . (7.2)

42



де метричний тензор визначається матрицею

gµν “ gµν “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0

0 ´1 0 0

0 0 ´1 0

0 0 0 ´1

˛

‹

‹

‹

‚

.

У формалiзмi чотири-векторiв деякi величини, якi використову-
ють в описi електромагнiтного поля, означають так:

1) чотири-вектор координати

xµ “ pct, rq, xµ “ pct,´rq.

Тобто його контраварiантнi компоненти x0 “ ct, x1 “ x, x2 “ y,
x3 “ z.

Для чотири-вектора координати, розписуючи (7.1) покомпонен-
тно, отримаємо так званi перетворення Лоренца :

x “
x1 ` V t1

a

1´ V 2{c2
, y “ y1, z “ z1, t “

t1 ` V x1{c2
a

1´ V 2{c2
. (7.3)

Для компонент звичайного вектор швидкостi v “ dr{dt справедли-
вий релятивiстський закон додавання швидкостей :

vx “
v1x ` V

1` v1xV {c
2
, vy “

v1y
a

1´ V 2{c2

1` v1xV {c
2
, vz “

v1z
a

1´ V 2{c2

1` v1xV {c
2
, (7.4)

тобто вони не є компонентами 4-вектора. Натомiсть чотири-швидкiсть
визначають як похiдну вiд вектора xµ за власним часом τ :

uµ “
dxµ

dτ
, dτ “ dt

a

1´ β2. (7.5)

Аналогiчно отримують чотири-прискорення wµ “
duµ

dτ
.

2) чотиривимiрний потенцiал електромагнiтного поля

Aµ “ pϕ,Aq,

де ϕ i A — векторний i скалярний потенцiали вiдповiдно.
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3) чотири-вектор густини електричного струму

jµ “ pcρ, jq,

де ρ i j — густини струму i заряду вiдповiдно.

4) чотиривимiрний хвильовий вектор

kµ “
´ω

c
,k
¯

,

де ω i k — вiдповiдно частота i хвильовий вектор плоскої електрома-
гнiтної хвилi.

У просторi Мiнковського складовi векторiв E та B є компонента-
ми антисиметричного тензора електромагнiтного поля Fµν :

Fµν “
BAν
Bxµ

´
BAµ
Bxν

; Fµν “
BAµ

Bxν
´
BAν

Bxµ
. (7.6)

Матриця 4-тензора Fµν має вигляд:

Fµν “

¨

˚

˚

˚

˝

0 ´Ex ´Ey ´Ez
Ex 0 ´Bz By
Ey Bz 0 ´Bx
Ez ´By Bx 0

˛

‹

‹

‹

‚

,

Fµν “

¨

˚

˚

˚

˝

0 Ex Ey Ez
´Ex 0 ´Bz By
´Ey Bz 0 ´Bx
´Ez ´By Bx 0

˛

‹

‹

‹

‚

.

Рiвняння Максвелла можна записати у контраварiантнiй формi
через тензор електромагнiтного поля так:

BFλµ
Bxν

`
BFνλ
Bxµ

`
BFµν
Bxλ

“ 0, (7.7)

BFµν

Bxν
“ ´

4π

c
jµ. (7.8)
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Компоненти чотири-тензора перетворюються як добуток компо-
нент двох чотири-векторiв. Для чотири-тензора другого ранґу закон
перетворення має вигляд:

Fµν “ αµρα
ν
σF

1 ρσ. (7.9)

Iз (7.6) та (7.9) формули перетворення компонент тензора еле-
ктромагнiтного поля є такими:

Ex “ E1x, Ey “ γpE1y ` βB
1
zq, Ez “ γpE1z ´ βB

1
yq,

Bx “ B1x, By “ γpB1y ´ βE
1
zq, Bz “ γpB1z ` βE

1
yq.

У векторнiй формi цi рiвняння мають компактний вигляд:

E‖ “ E1‖, EK “ γ
`

E1K ´ rV,B
1s{c

˘

,

B‖ “ B1‖, BK “ γ
`

B1K ` rV,E
1s{c

˘

,

де E‖,B‖ — проекцiї векторiв E та B на напрямок швидкостi V, а
EK,BK — їх проекцiї на площину, перпендикулярну до V.

˛

109. Знайдiть компоненти 4-вектора швидкостi.

110. Виразiть компоненти 4-вектора прискорення через тривимiрну
швидкiсть i прискорення.

111. Узагальнiть формули перетворення Лоренца для довiльної орi-
єнтацiї осей координат обох систем вiдлiку щодо напрямку їх
вiдносного руху.

112. Виведiть закон перетворення для тривимiрного вектора швид-
костi при переходi вiд однiєї системи вiдлiку до iншої у випадку
довiльної орiєнтацiї осей координат. Покажiть, що за абсолю-
тною величиною результуюча швидкiсть

v “

a

pv1 `Vq2 ´ rv1,V{cs2

1` pv1,Vq{c2
.
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113. Виведiть закон перетворення для тривимiрного вектора при-
скорення при переходi вiд однiєї системи вiдлiку до iншої у
випадку довiльної орiєнтацiї осей координат.

114. Виведiть закон перетворення для
a

1´ v2{c2, де v — швидкiсть
матерiальної точки вiдносно розглядуваної системи вiдлiку.

115. Ракета рухається прямолiнiйно зi сталим прискоренням a0 у
власнiй системi вiдлiку. Скiльки часу (за “земним годинником”)
триватиме розгiн ракети до швидкостi v1 “ 0.8c?

116. Годинник рухається вздовж осi x системи K зi швидкiстю u.
Як змiняться покази годинника в системi K 1, яка рухається зi
швидкiстю v вiдносно системи K?

117. Виберемо за годинник цилiндричну порожнину висотою l з аб-
солютно вiдбивними стiнками, мiж якими рухається iмпульс
свiтла. Перiод коливання такої системи рiвний t “ 2l{c. Зна-
йдiть перiод коливання такого годинника, якщо вiн рухається
зi швидкiстюю v.

118. Два однакових стрижнi довжиною l0 (у “власнiй” або супутнiй
системi вiдлiку) розмiщенi вздовж прямої i рухаються назу-
стрiч один одному з однаковими швидкостями v (вiдносно де-
якої системи вiдлiку). Яка довжина одного зi стрижнiв у систе-
мi вiдлiку, пов’язанiй з другим?

119. Переконайтесь в iнварiантностi квадратичної форми

s2 “ c2pt2 ´ t1q
2 ´ |r2 ´ r1|

2

при перетвореннях Лоренца.

120. Доведiть, що метричний тензор iнварiантний при перетворен-
нях Лоренца.
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121. Запишiть перетворення Лоренца для симетричного тензора дру-
гого ранґу.

122. Запишiть перетворення Лоренца для антисиметричного тензо-
ра другого ранґу.

123. Знайдiть перетворення Лоренца для компонент тензора
електромагнiтного поля Fµν .

124. Знайдiть вираз для iнварiантa FµνFµν через електричне та ма-
гнiтне поля.

125. Знайдiть вираз для iнварiанта εµνρσFµνFρσ електромагнiтного
поля. Тут εµνρσ — узагальнення символа Левi-Чiвiти (повнiстю
антисиметричний тензор четвертого ранґу).

126. У вакуумi вiдносно деякої системи координат (K) є взаємно
перпендикулярнi електричне (E “ const) i магнiтне (B “ const)
поля, причому E ă B. Вкажiть таку систему вiдлiку (K 1), вiд-
носно якої поле чисто магнiтне, i знайдiть його iндукцiю.

127. У вакуумi вiдносно деякої системи координат (K) є взаємно
перпендикулярнi електричне (E “ const) i магнiтне (B “ const)
поля, причому E ą B. Вкажiть таку систему вiдлiку (K 1), вiд-
носно якої поле чисто електричне, i знайдiть його напруже-
нiсть.

128. В iнерцiальнiй системi координат K є лише однорiдне електри-
чне поле E. Знайдiть модулi векторiв E1 i B1 в системi коорди-
нат K 1, яка рухається вiдносно системи K зi сталою швидкiстю
v пiд кутом α до вектора E.

129. В iнерцiальнiй системi координат K є однорiднi електричне E

й магнiтне B поля одного напрямку. Знайдiть модулi векторiв
E1, B1 та кут мiж ними в системi координат K 1, яка рухається
зi сталою швидкiстю v в напрямку, перпендикулярному до ве-
кторiв E i B.
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130. Знайдiть швидкiсть системи вiдлiку, в якiй електричне i магнi-
тне поля паралельнi. Розгляньте випадок руху системи коорди-
нат перпендикулярно вiдносно площини, в якiй лежать вектори
E та B.

131. Розрахуйте потенцiали електромагнiтного поля, яке створює у
вакуумi точковий зарядом e, що рухається рiвномiрно i прямо-
лiнiйно зi швидкiстю v.

132. Обчислiть напруженiсть електричного E та iндукцiю магнiтно-
го B полiв для точкового заряду e, що рухається у вакуумi
рiвномiрно i прямолiнiйно зi швидкiстю v.

133. Знайдiть електромагнiтне поле точкового електричного диполя
з моментом d, який рухається зi сталою швидкiстю v.

134. Користуючись iнварiантнiстю заряду щодо переходу мiж iнер-
цiальними системами вiдлiку, переконайтесь на прикладi рiв-
номiрно рухомого точкового заряду в тому, що величини pcρ, jq
справдi утворюють 4-вектор jµ.

135. Монохроматичне свiтло частоти ω0 падає нормально на поверх-
ню плоского дзеркала, яке рухається рiвномiрно зi швидкiстю
v в напрямку поширення свiтла. Знайдiть частоту вiдбитого
свiтла.

136. Монохроматична плоска електромагнiтна хвиля частоти ω1 па-
дає пiд кутом α1 на плоске дзеркало, яке рухається зi швид-
кiстю v в напрямку своєї нормалi назустрiч падаючiй хвилi.
Визначте кут вiдбивання вiд рухомого дзеркала α2 i частоту
вiдбитої хвилi ω2.

137. Визначте закон руху релятивiстської зарядженої частинки ма-
сою m i зарядом e в однорiдному постiйному магнiтному полi.
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138. Визначте закон руху релятивiстської зарядженої частинки ма-
сою m i зарядом e в однорiдному постiйному електричному
полi.

139. Вважаючи, що при малих швидкостях p2 ! pmcq2, де p — iм-
пульс частинки, знайдiть наближену залежнiсть енерґiї частин-

ки вiд її iмпульсу з точнiстю до
´

p2

m2c2

¯2
.

140. Знайдiть загальну формулу для функцiї Лаґранжа системи за-
ряджених частинок. Випромiнюванням нехтуємо.

141. Обчислiть функцiю Лаґранжа системи заряджених частинок з
точнiстю до 1{c2 включно.

142. Обчислiть функцiю Лаґранжа системи заряджених частинок у
наближеннi їх рiвномiрного руху.

143. Частинка з енерґiєю W0 i масою спокою m налiтає на нерухо-
му частинку масою M . Знайти енерґiю розсiяної частинки як
функцiю кута розсiяння.



8. Електродинамiка середовища

Пiд впливом електромагнiтного поля в середовищi виникають так
званi iндукованi (зв’язанi) заряди i струми , спричиненi вну-
трiшньомолекулярним перерозподiлом заряджених частинок.

Густини зв’язаних зарядiв ρ1 та струмiв j1 виражають через ве-
ктори поляризацiї P та намагнiченостi M:

ρ1 “ ´div P, j1 “ c rot M`
BP

Bt
. (8.1)

Для опису електричного та магнiтного поля зручно використовувати
величини:

D “ E` 4πP, H “ B´ 4πM, (8.2)

де D — вектор електричного змiщення (електрична iндукцiя), H —
напруженiсть магнiтного поля

З системи рiвнянь (2.3), вiдокремлюю внески зв’язаних зарядiв i
струмiв, отримуємо рiвняння Максвелла в середовищi:

div Dpr, tq “ 4πρ0pr, tq,

div Bpr, tq “ 0, (8.3)

rot Epr, tq “ ´
1

c

BBpr, tq

Bt
,

rot Hpr, tq “
4π

c
j0pr, tq `

1

c

BDpr, tq

Bt
,

де ρ0pr, tq та j0pr, tq — вiдповiдно густини вiльних зарядiв i струмiв.
Вектори поляризацiї та електричної iндукцiї для переважної бiль-

шостi речовин досить просто пов’язанi з напруженiстю електричного
поля:

P “ κE, D “ εE, (8.4)

де κ — дiелектрична сприйнятливiсть, а ε “ 1`4πκ — дiелектрична
проникнiсть середовища.
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Використовуватимемо також таке спiввiдношення мiж напруже-
нiстю магнiтного поля i магнiтною iндукцiєю:

M “ χH, B “ µH, (8.5)

де χ — магнiтна сприйнятливiсть, µ “ 1 ` 4πχ — магнiтна прони-
кнiсть середовища. Ця рiвнiсть з доброю точнiстю описує дiа- та
парамагнетики в широкому дiапазонi величин магнiтного поля.

Загалом залежностi PpEq та MpHq чи, що те саме, DpEq та BpHq,
називають матерiальними рiвняннями . Для задач, пов’язаних
iз поширенням струму в провiдниках, додатково використовують за-
лежнiсть густини струму вiд напруженостi електричного поля jpEq,
яку часто можна записати у простому виглядi:

j0 “ σE, (8.6)

де σ — питома (електро)провiднiсть. Це рiвняння — закон Ома в
диференцiальнiй формi .

На межi двох середовищ iз рiзними значеннями дiелектричної та
магнiтної сприйнятливостей вектори, що характеризують електро-
магнiтне поле, можуть змiнюватися стрибкоподiбно. У вiдповiдних
розрахунках слiд враховувати такi граничнi умови :

D2n ´D1n “ 4πσ0, B2n ´B1n “ 0,

P2n ´ P1n “ ´σ
1, (8.7)

En2 ´ En1 “ 4πpσ0 ` σ
1q.

де σ0, σ1 позначають вiдповiдно поверх-
невi густини вiльних та iндукованих за-
рядiв на границi роздiлу. Iндекс n озна-
чає проекцiї на одиничний вектор норма-
лi до поверхнi роздiлу середовищ, спря-
мований iз середовища 1 у середовище 2
(див. рис. 8.1). Рис. 8.1.
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Танґенцiальнi компоненти (проекцiї на одиничний вектор τ K n,
дотичний до межi роздiлу, див. рис. 8.1) задовольняють такi умови:

H2τ ´H1τ “
4π

c
λ0s, E2τ ´ E1τ “ 0,

M2τ ´M1τ “
1

c
λ1s, (8.8)

B2τ ´B1τ “
4π

c

`

λ0s ` λ
1
s

˘

,

де λ0,λ
1 позначають вiдповiдно лiнiйнi густини вiльних та iндукова-

них струмiв на поверхнi роздiлу. Iндекс s означає проекцiю на вектор
s “ rn, τ s (див. рис. 8.1). Цi рiвностi також можна переписати у век-
торному виглядi:

rn,H2s ´ rn,H1s “
4π

c
λ0, rn,E2s ´ rn,E1s “ 0,

(8.9)

rn,M2s ´ rn,M1s “
1

c
λ1.

Теорему Ґаусса для середовища записують так:
¿

S

pD, dSq “ 4π

ż

V

ρ0 dV “ 4πq0, (8.10)

де ρ0, q0 вiдповiдають вiльним зарядам.
Теорема Стокса у стацiонарному випадку для середовища має

вигляд:
¿

L

pH, d`q “
4π

c

ż

S

pj0, dSq “
4π

c
I0, (8.11)

де j0, I0 вiдповiдають вiльним струмам.
Енерґiя електромагнiтного поля в середовищi визначається так:

W “
1

8π

ż

V

”

pE,Dq ` pB,Hq
ı

dV. (8.12)
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Ємнiсть конденсатора:

C “
q

ϕ1 ´ ϕ2
, (8.13)

де ϕ1, ϕ2 — потенцiали першої та другої обкладок вiдповiдно, а q —
заряд першої обкладки (на другiй обкладцi заряд ´q).

Якщо зовнiшнє поле створюється лiнiйним струмом I2, що про-
тiкає по замкнутому контуру 2, то магнiтний потiк вiд нього через
деякий замкнутий контур 1 записують у виглядi:

Φ12 “
1

c
L12I2,

де

L12 “ µ

¿

L1

¿

L2

pd`1, d`2q

|r1 ´ r2|

— коефiцiєнт взаємоiндукцiї (iндуктивнiсть) двох лiнiйних контурiв.
Тут d`2, d`2 — елементи цих контурiв.

˛

144. Куля радiуса a з однорiдного дiелектрика з дiелектричною про-
никнiстю ε внесена в однорiдне електричне поле E0. Знайдiть
поле пiсля внесення кулi.

145. Провiдна незаряджена куля радiуса a внесена в однорiдне еле-
ктричне поле E0. Знайдiть поле пiсля внесення кулi.

146. Безмежна прямолiнiйна нитка рiвномiрно заряджена з лiнiй-
ною густиною κ й оточена однорiдним дiелектриком з прони-
кнiстю ε1, який має форму цилiндра з радiусом R. Простiр зов-
нi цилiндра заповнений безмежним однорiдним дiелектриком
iз проникнiстю ε2. Знайдiть напруженiсть поля E, яке створює
нитка, а також вектор поляризацiї P.
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147. Поверхня безмежно довгого круглого цилiндра з радiусом R

рiвномiрно заряджена з поверхневою густиною σ. Цилiндр пе-
ребуває в неоднорiдному дiелектричному середовищi з прони-
кнiстю ε “ εprq, де r — вiдстань до осi цилiндра. Знайдiть еле-
ктричне поле E i вектор поляризацiї P.

148. Однорiдна дiелектрична куля радiуса a рiвномiрно заряджена
по об’єму. Повний заряд кулi q, її дiелектрична проникнiсть ε1,
дiелектрична проникнiсть середовища ε2. Обчислiть вектори
D, E, густини розподiлу зв’язаних зарядiв на поверхнi (σ1) i
всерединi (ρ1) кулi.

149. Безмежну рiвномiрно заряджену площину з обидвох сторiн ото-
чує однорiдний дiелектрик з проникнiстю ε. Поверхнева густи-
на вiльних зарядiв σ0. Знайдiть напруженiсть поля E, яке ство-
рює площина.

150. Точковий заряд q розмiщений на плоскiй границi роздiлу двох
однорiдних безмежних дiелектрикiв з проникностями ε1, ε2.
Знайдiть потенцiал електричного поля ϕ та вектори D, E.

151. Плоский конденсатор заповнений дiелектриком, проникнiсть
якого змiнюється як ε “ ε1p1`x{aq, де a— вiдстань мiж обклад-
ками з площами S, а вiсь x перпендикулярна до них. Нехтуючи
крайовими ефектами, знайдiть ємнiсть конденсатора та розпо-
дiл iндукованих зарядiв.

152. Провiдна куля радiусом a оточена концентричним шаром дi-
електрика. Зовнiшнiй радiус шару b, дiелектрична проникнiсть
дiелектрика ε. Розрахуйте ємнiсть кулi C.

153. Центр провiдної кулi радiуса R, яка мiстить заряд q, розмi-
щений на плоскiй границi роздiлу двох однорiдних безмежних
дiелектрикiв з проникностями ε1, ε2. Знайдiть потенцiал еле-
ктричного поля ϕ, а також розподiл зарядiв (σ0 та σ1) на по-
верхнi кулi.
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154. Провiдна заряджена сфера радiуса a оточена безмежним дiеле-
ктриком, проникнiсть якого ε “ εprq, де r — вiддаль вiд центра
кулi. Заряд кулi q. Знайдiть напруженiсть поля, створеного ку-
лею, а також поверхневу густину зв’язаних зарядiв на межi кулi
та дiелектрика.

155. Всерединi сферичного конденсатора з радiусами обкладок a i b
дiелектрична проникнiсть змiнюється за законом

εprq “

#

ε1 “ const при a ď r ă c,

ε2 “ const при c ď r ď b,

де a ă c ă b.
Знайдiть ємнiсть конденсатора, розподiл зв’язаних (iндукова-
них) зарядiв.

156. Знайдiть ємнiсть сферичного конденсатора, заповненого напо-
ловину однорiдним дiелектриком з проникнiстю ε1, а наполо-
вину — однорiдним дiелектриком з проникнiстю ε2. Границя
роздiлу мiж ними — площина, що проходить через центр об-
кладок. Радiуси обкладок a та b.

157. Знайдiть ємнiсть цилiндричного конденсатора. Його довжина
l, радiуси обкладок a та b. Простiр мiж обкладками конденсато-
ра заповнений двома коаксiальними шарами однорiдних дiеле-
ктрикiв з проникностями ε1 та ε2. Границя мiж дiелектриками
— цилiндрична поверхня радiуса c. Крайовими ефектами зне-
хтуйте.

158. Точковий заряд q знаходиться в центрi двох концентричних
сфер з радiусами r1 i r2. Промiжок мiж сферами заповнений
дiелектриком з проникнiстю ε. Обчислiть напруженiсть елек-
тричного поля E та вектор поляризацiї P у промiжку мiж сфе-
рами, а також величини зв’язаних зарядiв q11, q12 на поверхнях
сфер.
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159. Знайдiть ємнiсть плоского конденсатора. Площа поверхнi об-
кладок S, а мiж ними — два плоскопаралельних шари однорi-
дних дiелектрикiв. Товщина першого шару — d1, дiелектрична
проникнiсть ε1, другого — вiдповiдно d2 i ε2. Крайовими ефе-
ктами знехтуйте.

160. Сферичний конденсатор з радiусами внутрiшньої обкладки a i
зовнiшньої b заповнений дiелектриком, проникнiсть якого змi-
нюється як ε “ ε1p1 ` γrq, де r — вiдстань вiд центру конден-
сатора. Знайдiть ємнiсть такого сферичного конденсатора.

161. Цилiндричний конденсатор висотою l з радiусами внутрiшньої
обкладки a i зовнiшньої b, заповнений дiелектриком, прони-
кнiсть якого змiнюється як ε “ ε1p1 ` γrq, де r — вiдстань вiд
центру конденсатора. Знайдiть ємнiсть такого цилiндричного
конденсатора. Крайовими ефектами знехтуйте.

162. По безмежнiй прямолiнiйнiй нитцi тече струм I. Вона оточе-
на однорiдним магнетиком з проникнiстю µ1, який має форму
цилiндра з радiусом R. Простiр зовнi цилiндра заповнений без-
межним однорiдним магнетиком iз проникнiстю µ2. Знайдiть
iндукцiю поля B, яке створює нитка, а також вектор намагнi-
ченостi M.

163. По поверхнi безмежно довгого круглого цилiндра з радiусом
R, вздовж його твiрних протiкає рiвномiрно розподiлений по-
верхневий струм густини j. Цилiндр перебуває в неоднорiдному
магнiтному середовищi з проникнiстю µ “ µprq, де r — вiдстань
до осi цилiндра. Знайдiть магнiтне поле B i вектор намагнiче-
ностi M.

164. Куля радiуса a з однорiдного магнетика з проникнiстю µ внесе-
на в однорiдне магнiтне поле B0. Знайдiть поле пiсля внесення
кулi.
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165. По безмежнiй площинi в одному напрямi тече рiвномiрний по-
верхневий струм з густиною j. З обидвох сторiн площина оточе-
на однорiдним магнетиком з проникнiстю µ. Знайдiть магнiтне
поле B, яке створює площина.

166. Прямолiнiйний провiдник, по якому тече струм I, розмiщений
на плоскiй границi роздiлу двох однорiдних безмежних магне-
тикiв з проникностями µ1, µ2. Знайдiть потенцiал магнiтного
поля A та вектори H, B.

167. Знайдiть намагнiченiсть дiелектрика з поляризацiєю P, який
рухається зi швидкiстю v Ñ c.

168. Простiр мiж обкладками сферичного конденсатора, зовнiшiм
радiусом r1 та внутрiшнiм r2, заповнено середовищем з пито-
мою провiднiстю σ. Мiж обкладками конденсатора пiдтриму-
ють сталу рiзницю потенцiалiв U . Знайдiть опiр мiж обкладка-
ми конденсатора та силу струму.

169. Простiр мiж обкладками цилiндричного конденсатора, зовнi-
шiм радiусом r1 та внутрiшнiм r2, заповнено середовищем з
питомою провiднiстю σ. Мiж обкладками конденсатора пiдтри-
мують сталу рiзницю потенцiалiв U . Знайдiть опiр мiж обклад-
ками конденсатора та силу струму на одиницю довжини кон-
денсатора.

170. Мiж обкладками цилiндричного конденсатора, зовнiшiм радiу-
сом r1 та внутрiшнiм r2, пiдтримують сталу рiзницю потенцiа-
лiв U . Простiр мiж обкладками в областi r1 ă r ă r0 заповнено
середовищем з питомою провiднiстю σ1, а в областi r0 ă r ă r2
— σ2. Знайдiть опiр мiж обкладками конденсатора та силу стру-
му на одиницю довжини конденсатора.

171. Мiж обкладками сферичного конденсатора, зовнiшiм радiусом
r1 та внутрiшнiм r2, пiдтримують сталу рiзницю потенцiалiв
U . Простiр мiж обкладками в областi r1 ă r ă r0 заповнено
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середовищем з питомою провiднiстю σ1, а в областi r0 ă r ă

r2 — σ2. Знайдiть опiр мiж обкладками конденсатора та силу
струму.

172. Знайдiть коефiцiєнти взаємоiндукцiї двох однакових контурiв
у виглядi квадрата зi стороною a. Сторони контурiв розмiщенi
паралельно один вiдносно одного на вiдстанi b.

173. Знайдiть коефiцiєнт взаємоiндукцiї двох концентричних кiл ра-
дiусами вiдповiдно a та b, якi розмiщеннi у паралельних пло-
щинах на вiдстанi h.

174. Знайдiть коефiцiєнт взаємоiндукцiї мiж контуром провiдника у
виглядi квадрата зi стороною a, по якому протiкає струм силою
I2, та безмежно довгим провiдником iз струмом I1, якi розмiще-
нi в однiй площинi. Сторона квадрата паралельна до безмежно
довгого провiдника i знаходиться на вiдстанi b.

175. Знайдiть коефiцiєнт взаємоiндукцiї мiж контуром провiдника у
виглядi правильного трикутника зi стороною a, по якому про-
тiкає струм силою I2, та безмежно довгим провiдником iз стру-
мом I1, якi розмiщенi в однiй площинi. Сторона трикутника
паралельна до безмежно довгого провiдника i знаходиться на
вiдстанi b.

176. Знайдiть коефiцiєнт взаємоiндукцiї мiж тором i безмежно дов-
гим провiдником, розташованим вздовж його осi. На тор круг-
лого перерiзу радiуса a намотано N виткiв дроту. Вiдстань вiд
центра перерiзу тора до його осi рiвна b.

177. Знайдiть коефiцiєнт самоiндукцiї одиницi довжини безмежно
довгої котушки радiусом a. Кiлькiсть виткiв дроту котушки на
одиницю довжини — n. Магнiтна проникнiсть котушки µ.

178. На тор круглого перерiзу радiуса a рiвномiрно намотано N ви-
ткiв дроту. Центр перерiзу тора знаходиться на вiдстанi b вiд
її осi. Магнiтна проникнiсть сердечника µ. Знайдiть самоiнду-
кцiю тора.
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9. Квазiстацiонарнi явища

Квазiстацiонарне наближення вiдповiдає тому, що густину струму
змiщення BD{Bt вважають нехтiвно малою порiвняно з густиною
струму провiдностi j. Рiвняння Максвелла у цьому наближеннi ма-
ють вигляд:

div D “ 4πρ0, (9.1)

div B “ 0, (9.2)

rot E “ ´
1

c

BB

Bt
, (9.3)

rot H “
4π

c
j0. (9.4)

За умов високої провiдностi σ густиною вiльних зарядiв у про-
вiднику можна знехтувати, ρ0 » 0. Враховуючи зв’язки B “ µH та
j0 “ σE, отримаємо пiсля нескладних перетворень:

∆E “
4πµσ

c2
BE

Bt
, ∆H “

4πµσ

c2
BH

Bt
. (9.5)

Магнiтна гiдродинамiка описує процеси в рухомих провiдних
рiдинах i газах. Якщо дiлянка середовища рухається зi швидкiстю
v, то для густини струму матимемо:

j0 “ ρ0v ` σ

ˆ

E`
1

c
rv,Bs

˙

. (9.6)

У таких середовищах µ » 1, тобто B » H, отже й

div H “ 0. (9.7)
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Завдяки високiй провiдностi знову ρ0 » 0, тому напруженiсть магнi-
тного поля H в рiдкому провiднику визначає рiвняння

BH

Bt
“

c2

4πσ
∆H` rotrv,Hs, (9.8)

причому швидкiсть v знаходять на пiдставi гiдродинамiчних спiввiд-
ношень. У найпростiшому пiдходi застосовують рiвняння Ейлера :

Bv

Bt
` pv,∇qv “ ´1

τ
∇p`

1

τ

ˆ

ρ0E`
1

c
rj0,Hs

˙

, (9.9)

де τ — густина речовини, а p — тиск. Це рiвняння вiдповiдає набли-
женню нев’язкої рiдини. Цю систему також доповнюють законом
збереження маси (рiвнянням неперервностi):

Bτ

Bt
` divpτvq “ 0 (9.10)

або

Bτ

Bt
` pv,∇qτ ` τ div v “

dτ

dt
` τ div v “ 0. (9.11)

˛

179. Закон Фарадея про електромагнiтну iндукцiю у випадку неру-
хомого контура L формулюють так:

¿

L

pE, dlq “ ´
1

c

ż

S

ˆ

BB

Bt
, dS

˙

“ ´
1

c

BΦ

Bt
,

де Φ — магнiтний потiк через контур L. Покажiть, що враху-
вання руху контура дає змогу записати загальнiший вираз,

E “ ´
1

c

dΦ

dt
,

та з’ясуйте змiст електрорушiйної сили E .
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180. Покажiть, що в границi l0 Ñ 0 закон Ройтера–Зондгаймера
(Reuter & Sondheimer, 1948)

j0prq “
3σ

4πl0

ż

RpR,Epr1qq

R4
e´R{l0 dV 1, R “ r´ r1,

який є нелокальним узагальненням закону Ома, переходить у
звичайний закон Ома.

181. Визначте розподiл густини струму за перерiзом провiдника ци-
лiндричної форми, в якому протiкає змiнний струм з часто-
тою ω. Проаналiзуйте границю великих частот. Магнiтна про-
никнiсть матерiалу провiдника µ.

182. Система складається з двох коаксiальних провiдникiв у формi
цилiндра провiднiстю σ1 i магнiтною проникнiстю µ1 при r ă a

та σ2 i µ2 при a ă r ă b вiдповiдно, електрично з’єднаних
по r “ a. Повний струм через перерiз провiдникiв дорiвнює
Iptq “ I0eiωt. Розрахуйте розподiл струму та магнiтне поле.

183. Покажiть на пiдставi рiвнянь магнiтогiдродинамiки, що обер-
тальний рух середовища не спричиняє ґенерацiї магнiтного
поля.

184. У стисливiй нев’язкiй iдеально провiднiй рiдинi густиною τ0 в
однорiдному магнiтному полi H0 поширюються магнiтогiдро-
динамiчнi хвилi вздовж напрямку k. Нехай кут мiж векторами
H0 i k дорiвнює θ, причому θ ‰ 0, π{2. Покажiть, що iснують
три рiзнi хвилi iз фазовими швидкостями

u21 “ pvA cos θq2,

u22,3 “
1

2
ps2 ` v2Aq ˘

1

2

b

ps2 ` v2Aq
2 ´ 4s2v2A cos2 θ,

де s — швидкiсть звуку в рiдинi, а vA “ H0{
?

4πτ0 — альфве-
нiвська швидкiсть.
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185. Нестислива нев’язка iдеально провiдна рiдина зi сталою густи-
ною τ0 перебуває в однорiдному статичному магнiтному полi
H0 i в ґравiтацiйному полi з потенцiалом ψ. Покажiть, що iсну-
ють магнiтогiдродинамiчнi хвилi довiльної амплiтуди i форми
H1pr, tq, vpr, tq, якi задовольняють рiвняння

pH0,∇qH1 “ ˘
?

4πτ0
BH1

Bt
,

H1 “ ˘
?

4πτ0 v,

p` τ0ψ `
1

8π
pH0 `H1q

2 “ const.


